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AYRIK FOURIER DONUSUMU (AFD)

Izler veri islem yéntemlerinin uygulanabilmesi igin, drneklenerek ayrik hale getirilir. Eger bu
veriler ¢esitli nedenlerden dolay1 spektrum ortamina aktarilacaksa AFD kullanilir. HAFD ise
hem islemin hizin1 hem de yontemin duyarliligin artirir.

8.1 VERILER DONUSTURUME HAZIRLANIRKEN DOGACAK SORUNLAR
Dontigiimii alinacak veriler uygun bigimde hazirlanmazsa asagidaki sorunlar olusur.

1. Katlanma (yitim,aliasing)
Ornekleme araligmin uygun secilmemesinden kaynaklamir. Bu konuya Bolim 9.8 de
deginilmektedir.

2. Sizma (Leakage)

Bu sorun , -oo dan +oo a dek siirdligii varsayilan verilerin bir T aralifinda kesilmesinden
olusur. Ciinkii o uzunluktaki verinin enerjisi bu uzunlukta dagilmistir. Ancak veri, T boyu ile
sinirlandiginda sonsuz boyda olan enerji bu T araliginda toplanmis olur (T araliginin disinda
kalan degerler sifir varsayildigindan enerji de buralarda sifirdir). O zaman bu kesilmeden
dolay1 frekans ortaminda yan loblara enerji sizma olay1 olugur. Oysa istenen; tiim enerjinin
merkezde toplanmasidir.

Bilindigi gibi veriyi "T" gibi bir boy ile sinirlamak demek; T araliginda, veriyi T boyunda bir
dikdortgen pencere ile carpmak anlamindadir. Bu pencerenin spektrumu ise bir sinc islevidir.
Frekans ortaminda ise bu islem verinin spektrumu ile pencere islevinin spektrumunun
evristirilmesi demektir. Sorun bu pencerelemenin dogurdugu etkiyi kiiciiltmektir. Bu amacla
pencereleme islemi i¢in farkli islevler kullanilir. Bu konuya 10. Bolimde deginilecektir.

3. Cit etkisi (Picket-fence effect)

Dikdortgen pencerenin spektrumu olan sinc(f) islevinin temel salinimlarmin, spektrumda,
gecirim zonundaki ¢esitli binlerde olusturdugu (Sekil 8.1) bombelerdir (yan salinimlar degil).

Doniisiim, dikddtgen pencerenin spektrumu olan (Fourier katsayilarindan olusmus bagimsiz
stizgec goriiniimlii) bir dizi sinc islevi ile verinin spektrumunun evrisimidir (Sekil 8.2).

8.2 YAVAS AYRIK FOURIER DONUSUMU

Sekil 8.3 ve 8.4 sirasi ile siirekli bir zaman islevi, onun ayrik degerleri ve bu zaman islevinin
frekans ortamindaki durumu goriilmektedir. Sekildeki parametreler ve tamimlar1 asagida
verilmistir.

f(t) : Stirekli zaman islevi.

f(k) : Ayrik zaman islevi.

k : Zaman sayac1 n=0,1,...,K-1.

K : Zaman ortami nokta sayisi.

At : Ornekleme araligi.

2T : Zaman serisinin uzunlugu 2T=k At



fny : Katlanma (Nyquist) frekansi, spektrumda goriilmesi istenen en biiylik frekanstir
fny=1/(2At)
Af : Frekans adim araliklar.

Af = L ayrik olarak Af = b
2T k At
fs : Yineleme frekans: fs = 1/t = k/2T =2 fny.
(2T=k At den)
n : Frekans sayac1 n=0, 1,...., 2N-1.

N : N=4T. fny i¢indeki toplam harmonik sayisi.

Eger bir iz ayrik duruma getirilmis ise bunun ayrik Fourier doniisiimii (AFD) i¢in asagidaki
bagintilar gecerlidir.

K-1

F(n) = z f (k)e’jz’mk/ K (frekans ortami1 bagintisi) (8.1)
k=0
N-1

fk)=">" F(n)e™'* (zaman ortam1 bagintisi) (8.2)
n=0

(8.1) ve (8.2) bagintilar1 simgesel olarak

bandi iginde yer alan bir dizi ayrik deger elde edilir.

Ornek 8.1
Sekil 8.5 de verilen izin AFD nii aliniz.

Bu izin AFD (8.1) bagintis1 kullanilarak alinir.
K =4i¢in

3 3
F(n) — Z f(k)e—j2nnk/4 — z f(k)e—jrrnk/Z
k=0 k=0

dir. n=0 i¢in 1. harmonik
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n=1 i¢in 2. harmonik

2 Jn/2+2e—jn+le—j3ﬂ:/2

3
1 :z f —JTck/Z — (0)efj0n/2+f(l)efjln/2 +f(2)e—j2n/2+f(3)efj3rc/2
k=0
1+
1-2j-2+j , F()=-1-j

n=2 i¢in 3. harmonik

3 3
F(2) — Z f —J2nk/2 Z f(k *_]T[k
k=0 k=0
£(0

)e’ + f(l)e L f(Z)e 2ty f(3)e "
FQ2)=1+2e™+2e™ +1eP =0 , F(2)=0

n=3 i¢in 4. harmonik

F(3)= z £()e

F(3):f(0)e°+f(1)e‘j3”/2 +f(2)e—j3rc +f(3)e_j9"/2
F(3)=-1+]

Sonucun sinanmasi i¢in bir¢ok yol vardir. Bunlardan bir tanesi Parseval kuramidir (Bkz
Bolim 5.6.2).
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”#(@:{0 F*(n)

- I

f2(k)=1"+2"+2> +1> =10

~
Il
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Not F(n)—a+jb oldugu animsanirsa

—ZF [ (0)+ F2(1)+ F*(2) + F>(3)]

F2(1)=(—1—J) =1+2j+j =2j
1(36+2+0+2) 010

4 4

10=10 oldugu i¢in islem dogrudur.

8.3 HIZLI AYRIK FOURIER DONUSUMU (HAFD)

AFD lerini normal yollardan yapmak zaman yitimine neden olmaktadir. Bu nedenle AFD
yontemleri bazi tekniklerle hizlandirilir. Bu yontemlere HAFD denir. HAFD alabilmek i¢in
birgok yontem vardir. Bunlar genellikle FD lerini bir dizey haline getirerek ¢oziimleyen
yontemlerdir. Cooley-Tukey in gelistirdigi algoritmalarda HAFD leri iki farkli kiimelenme
bigiminde ¢dziiliir. Bunlar:



1. Zaman i¢inde kiimelenme.
2. Frekans i¢inde kiimelenmedir.

8.3.1 Frekans icinde kiimelenme yontemi kullanilarak HAFD

T donemli bir islevin FS nin karmasik sekli

0

f(t)= D a,e™ (8.4)
ve
1 T/2 )
a, = [f(t)e ™ dt (8.5)
-T/2

dir. Bu esitliklerde:

w = Agisal frekans = 2xf.
f = Cizgisel frekans = 1/T.
T = Donem.

=D

FD c¢ifti ise asagida verilmektedir.

F(w)= % Tf(t)ej"” dt (8.6)

[f(t) islevinin FD]

f(t)= TF(w)eth dw (8.7)
[_l: (w) islevinin TFD]

(8.6) ve (8.7) denklemleri ile verilen islevlerin ayrik gosterimi Sekil 8.6 da verilmektedir. Bu
sekilde T zaman araligir "K" sayida esit "At" ornekleme araligi ile bolinmiistiir (k=zaman
ortami sayicisi). Benzer sekilde "wn" agisal frekans araligr "N" sayida esit "Aw" O6rnekleme
aralig1 ile bolinmiistir (n=frekans ortami sayicis1). Her iki ortamdaki N ve K degerleri
birbirinden farklidir. Ancak uygulamada kolaylik agisindan her ikisi de ayni alinabilir.
Frekans adimi olan Aw

AW = 27Af = ZTE; _ 2K

ol

olarak tanimlanir. (8.8) denkleminden de anlasilacagi gibi Af degerleri K/NT degerlerinden
olusmaktadir.

(8.8)



(8.6) ve (8.7) bagintilan seri olarak yazildiginda ve (8.8) de isin i¢ine katildiginda AFD

f(t, )= EF(wn)ejw"‘k (8.9)
F(w,)= E f(t, )e ™" (8.10)

durumuna gelir. (8.9) ve (8.10) bagintilar1 (8.6) seklinde verilirse, egrilerin altinda kalan alani
verir. Asagidaki gosterimler yapilirsa

f, = f(tk)
F, =F(w,)

Aw:nAw:nzn—K (8.11)
NT

t, _kar=XE
K

At =

T
K

ejwntk _ e[(jZﬂ:nK/NT)(kT/K)] e[(an/N)(nk)]

O zaman (8.9) ve (8.10) bagintilar1

N-1
fk — szFn e[(ZKJ/N)(“k)] (812)1t
n=0

. £, el (8.13)

n
0

7~

~
Il

durumuna gelir. W= e2"N konursa (8.13) bagmtist:

F =) f w (8.14)

Not: Burada katsay1 dizeyi W ve frekans ortami bagimsiz degiskeni w olarak gosterilmistir.

seklini alir. (8.14) bagintis1 dizey (matris) seklinde yazilirsa

[F,]=[W™].[t,] n=0,2...N-1
(n.1) (nk) (k1) k=0,12,.... K-

(8.15) bagintisinda n = satir, k = kolonu gostermektedir. nk = L ise W nin iissiidiir.

W = elamil - cos(z—n Lj — jsin 2ny (8.16)
N N



ile bilinir.

Ornek olarak N=8 icin W* degerlerini hesaplayalim:

WE = el CHAL — ¢og (TJ — jsin (%} L=0,12,.,8 (8.17)
1

(2)1/2

2 2

L=1 i¢in sanal bilesen vardir.

Boliim 4, Sekil 4.1 ve ilgili denklemlerden evre ve genlik

¢ =tan™' (Ej (evre)
a
r=(a>+b)" (genlik)

olarak yazilir. Burada b=sanal, a=gercel islevlerdir.

d):tan"{g;i:—zg} , d):tan"l(l) , 0=45=n/4

r=(2/4+2/4)? =1 (birim)
Bu hesaplamalar L=8 e kadar yapilarak W'nin kuvvetleri elde edilir (Sekil 8.7).

Sekilden W* agisal frekansma gore WE ve WL degerleri gergel eksene gore bakigiktir. Bu
nedenle WH(L>N/2) degerleri, WM degerlerinin karmasik eslenigidir. Seklin gergel eksene
gore bakisik oldugu frekans degeri (burada W*) katlanma frekansidir (N/2=8/2=4).

(8.15) bagintisindan yararlanarak FD leri dizey durumuna sokulur. Kolaylik agisindan N=K=8
almabilir. S6z konusu dizey bakisiktir. Dizey olusturulurken Sekil 8.7 den yararlanilmstir.
Anilan dizey (8.18) denklemi ile verilmektedir.

Dizey ¢arpimi yapilirken: N? tane ¢arpma N(N-1) tane de toplama yapilmalidir. Yani 8 nokta
icin 64 carpma 56 tane de toplama yapmak gerekir. Bu nedenle (8.18) dizeyinde bazi
diizenlemeler yapilabilir. Bu diizenlemeler ¢ercevesinde once [W].[f] olusturulur
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Fy=f,+ W', + W', + oo + W'f,
Fo=f, + W', + W, + .o, +W'f,
F,=f, + WA + W', + o +W°f,
F,=f,+ W, + W, + o, + Wt
F,=f, + W', + W, + oo, + W,
Fy=f, + W, + W, + oo +Wf,
F,=f, + Wof, + W, + oo, + Wt
F =f,+ W, + W', + oo, +W'f,

F, =1,
F =1
F2:2
F, =1,

- 0. kolonun elamanlari, 1. kolonun elamanlarina eklenir.

Fhoh o h mh mh mh mh ok

(8.18)

(8.19)



f, + W'f,
f, + W'f,
f, + W,

f, + W'f,

daha sonra 0. kolon elemanlar1 2. kolonun elemanlarina, 0. kolon elemanlar1 3. kolonun
elemanlarina eklenir. Burada,

W nin 1. kolonu fj ile ,
W nin 2. kolonu £ ile ,
|

|
: (dizey carpim dzelligi)
|

° |

W nin 7. kolonu f7 ile

carpildigina dikkat edilmelidir. Birinci kolonun elamanlar1t Wofi, Wifi, Waf> ..., WN?2 = W,=
-Wo=-1 dir ve WN? ye gore bakisiktir. W degerleri W2 den sonras i¢in karmasik esleniktir.
Bu nedenle yanlizca Wfi, W'fi, Wf,, W3f;, degerlerini hesaplamak yeterlidir.

- Ayni islem N/2 den sonra olan satirlar i¢inde (4,5,6,7,) siirdiiriiliirse;

WH, =-Wf, , Wf, =W’f,

. _ (8.20)
W, =W, ., W'f, =W

elde edilir. Ustteki cizgiler karmasik eslenigi gosterir.

- Buraya kadar anlatilan islem 2. kolon i¢in de yapilir. S6z konusu Islem yalmzca Wf; ve
W2, degerlerini igin yapilacaktir. Ciinkii;

W, =-Wf, ., Wf, =W,

dir. Yukanda verilen islemler asagidaki gibi adimlar halinde verilerek hesaplama asamasinda
kolaylik saglanabilir.

1. Zaman artislar k, frekans artislari n ve tam zaman aralig1 T ile gosterilir.

2. (8.16) bagmtisindan yararlanarak 1L.=0,1,2,., N-1 degerleri icin W' degerleri hesaplanir.

3. Her bir fy degeri kullanilarak Fo, Fi,...., Fn.1 denklemleri olusturulur [(8.19) denklemlerinin
sifirinci kolonu].

4. (8.18) denklemindeki w dizeyinin elemanlari, n satir, k kolon sayis1 olarak ve k=1 den
baslayarak n = 0,1,2,..., N-1 icin L degerleri hesaplanir. W degerleri uygun fi degerleri ile
carpilir. Ik L degerlerinin sifir olmasima uygun olarak (8.18) dizeyinin sifirmci kolonundaki
W nin kuvvetleri sifirdir. L= N/2 oldugunda Wf karmasik eslenikleri WN/2 ye gore bakisik
oldugu onceki degerlerden elde edilir. L=0 ise Wf degerleri yinelenir.



5. 4. adimda hesaplanan degerler Fo, Fi,.....,Fn.1 in bulunan degerlerine eklenir.
6. 4. ve 5. adimlar k=2,3,...,N-1 i¢in yinelenir.

F degerleri karmasik sayilardan hesaplanir. F; elemanlarinin agisal frekanst w=iAw (i =
0,1,...,n) bagintisina uygun olarak bulunur. Son olarak ta Fn, (= F4, N=8 i¢in) ye gore F nin
bakisik olmasindan dolay1 (8.18) bagimtisindaki kolon dizeyinin karmasik eslenigi oldugu
sOylenebilir. Yani

) F6=F_2 ) F7=F1

ST

F, =
olacaktir. Bu nedenle F degerinin Fx/» den sonrast igin hesaplanmalarina gerek yoktur.
(8.18) dizeyinde hesaplanan F» ve Fg degerleri asagida verilmektedir.

F, = Wf, + W, + W', + W°f, + W°f, + W, + W', + W°f,
WO, + WO, + Wi, + W2, + WO, + WO, + W', + Wf,

(8.21)
FZ

(8.21) denklemlerinde alt1 ¢izili olan degerler gergel degerlerdir. Ciinkii; W'=-W*=1 dir. Sekil
8.7 den de W? ve W°® I degerlerin ise karmasik eslenik oldugu (sanal bilesenli)
goriilmektedir. (8.21) bagintisinin kullanilmasindan F> ve Fs nin karmasik eslenik olacagi
goriilmektedir.

Ornek 8.2
Sekil 8.8 de ve sayisal degerleri Cizelge 8.1 de verilen izin HAFD aliniz.

K=4 ve N=4 alalim (frekans ortamindaki nokta sayisi).

T 4
t=—=—= 1
K 4
Zaman Zaman Islev
adimlan t f(t)
0 0 1
1 1 2
2 2 2
3 3 1

Cizelge 8.1 Ornek 2’nin ayrik degerlerri

1. (8.16) bagintisindan W' degerleri bulunur.

Wk = 005(2—RLJ - jsin(z—nLj
N N
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n=0 L=0 -
n=1 L=0 -
n=2 L=0 -
n=3 L=0 -
*k=1
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n=3 L=6 -
*k=3

n=0 L=0 -
n=1 L=3 -
n=2 L=6 -

2. (8.18) dizeyi olusturulur.

WOO:WO:
W =w’=1
W =W°’=1
W30:W0:

10



nd
F 'Wo(o,o) WO(O,I) Wo(o,z) Wo(o,3) ] £
0 0
Fl _ WO(I,O) W1(1,1) W2(1,2) W3(1,3) fl
Fz Wo(z,o) WZ(Z,I) W4(2,2) W6(2,3) f2
F3 W0(3,o) W3(3,1) W6(3,2) W1(3,3) f3

W i¢in bulunan degerler dizeyde yerine konursa

katlanma

eksleni
F, 1 1 1 1 f,
F, I -5 -1 f,
E| |1 -1 1 -1 £,
F, I 5 -1 f,

Fp=1+2+2+1=6
F=1-2j-2+j=-1-]
F,=1-2+2-1=0
F,=1+2j-2-j=-1+]

fo degerleri yerine yazilirsa

FO=1+2+2+1=6

Fl=1-2j-2+j=-1-]

F2=1-2+2-1=0

F3=1+2j-2-j=-1+]j

Elde edilen degerler Cizelge 8.2 de ve Sekil 8.9 da verilmektedir. Frekans adimlari ise

Aw=2" 2% T 5708
N 4 2

dir. Animsandig1 gibi "N" farkli olabilir. Ancak uygulamada kolaylik olmasi amaci ile N=K
alinir.

11



Frekans | Acisal frekans | Gergel F Sanal Genlik
adimi n Wn=nAW (an) (bn) [F|
0 0 6 0 6
1 1.5708 -1 -1 1.4142
2 3.1416 0 0 0
3 4.7124 1 1 1.4142

Cizelge 8.2 Ornek 8.2 nin ¢oziimiine ait sonuglar
Katsayi dizeyinin ozellikleri

Elde edilen dizeyin 6nemli 6zellikleri vardir. Bu 6zellikler kullanilarak dizeydeki katsayilarin
hesaplanmasinda islemler en aza indirilir.

1. N/2 (=4/2=2) de yani F, de katlanma olusur.

2. Katlanma eksenindeki katsayilarin hepsi 1 dir ve toplamlar1 sifir olmak zorundadir.

3. Kullanilan dizeyin 6zelliginden (N=4 icin) (8.18) dizeyinin katsayilari bu problem i¢in
asagidaki gibi yazilabilir.

[W0e0) o) yo(0.2)  yy0(0.3)]
Wwouo) i opy202) y30.3)
W20 w22 ywe22)  yye23)
WOE0) Wik ywoB2)  yiG3)

ST
sho o h

W%=1 oldugundan daima 0. satir ve 0. kolonun tiim degerleri 1 dir. Katlanma ekseni
tizerindeki ilk katsayilar da +1 olmak zorundadir [W*!9=1, W°©2=1]. Bu nedenle yalnizca
WD katsayist (-j) hesaplanarak tiim katsayilar dizeyi sekildeki atamalar yapilarak
bulunabilir. Yani W!(:D=_

11 1 1
L =) -1 ]
1 -1 1 -1
g -1

Bu dizeyin 0. kolon ve satirinin tim degerleri 1 olmak zorundadir. Gosterilen eksenler de
katlanma eksenleri oldugundan kat say1 dizeyi kolaylikla yazilir.

Not: Konjuge olanlar katlanirken -1 ile ¢arpilir.

4. Eger N=6 olsa idi;
N/2=6/2=3

n=3 kolon ve satirina gore katlanacaktir. O zaman katsay1 dizeyi asagidaki gibi olusturulabilir.

12



1 1
1w
1w

-1 -1
1 —wen
1 —w't

1 1

w22
w2
1 -1
w2 g
w2

1
—W?
W4
1
W4(2,2)
_ Wzl

1

—-W!

W4
-1

—W?

W1(1,1)

Not: W eslenigi gosterir. (a + jb)* = (a — jb) dir.

Ornek 8.3

Sekil 8.10 da verilen dalgacigin HAFD bulunuz.

K=16,N=16,T=16 dir. AT=T/K =1

Bu dalgacigin analitik bagintisi ise

£(t) = (32/ 7> sin(wt) - (1/3* )sin(3wt)+ (1/5% )sin(Swt) -

1. (8.16) bagmtisindan yararlanarak L=nk dan W' degerleri saptanir. Elde edilen degerler

karmasik ortamda ¢izilerek karmasik kokler bulunur.

2. (8.18) dizeyi olusturulur.

3. Frekans ortamindaki 6rnekleme aralig1 ve frekans adimlart hesaplanir.

Aw = 2 T = 2n =0.392699
N K 16

W, =1Aw 1=0,12,......

w, =0

w, =0.3927

w, =2.0.3927 =0.7854

Not: W ile w; lerin farkli olduguna dikkat ediniz.

4. (8.9) bagintisinda

F(w,)=F, =a, + jb,

yazilirsa

M

f(t)=
f(t)=

n=l

M

1l
—_

n

elde edilir. Bu bagint1 asagidaki sekilde de yazilabilir.

(a, + b, )e™

(arl + jbn)[cos(wnt)Jr jsin(wnt)]

13



N-1

f(t)= Zan cos(w,t)+b, sin(wnt)

n=0

Zaman Zaman islev

adimlari T f(t)
0 0 0
1 1 1
2 2 2
3 3 3
4 4 4
5 5 3
6 6 2
7 7 1
8 8 0
9 9 -1
10 10 -2
11 11 -3
12 12 -4
13 13 -3
14 14 -2
15 15 -1

Cizelge 8.3 Ornek 3’iin ayrik degerleri

Frekans

adim (n) W an b I
0 0 0 0 0
1 0.3927 0 -4.1817 | -4.1817
2 0.7854 0 0 0
3 1.1781 0 0.5156 | 0.5156
4 1.5708 0 0 0
5 1.9635 0 -0.2302 | -0.2302
6 2.3562 0 0 0
7 2.7489 0 0.1655 | 0.1655
8 3.1416 0 0 0
9 3.5343 0 0.1655 | 0.1655
10 3.2970 0 0 0
11 4.3197 0 0.2302 | 0.2302
12 4.7124 0 0 0
13 5.1051 0 -0.5156 | -0.5156
14 5.4978 0 0 0
15 5.8905 0 4.1817 | 4.1817

Cizelge 8.4 Ornek 3’iin ¢oziimiine ait sonuglar

14



Ustte yazilan FS bagmtis1 kullanilarak,

f(t)= Aw{(a, + jb, )[cos(w,t)+ sin(w,t)]+ (a, + jb, )[cos(w,t)+ sin(w,t)]
+(a, + jb, )[cos(w,t)+ sin(Wt)]+ oeveeereeeeeeee }

an ve bn Fn, elemaninin gergel ve sanal kisimlaridir. Sayisal sinyal Cizelge 8.3 te ve onun
HAFD Cizelge 8.4 te verilmektedir.

Yontemin basarisini arastirmak amaci ile Cizelge 8.3 te elde edilen F(w) degeri ve (8.9)
bagintis1 kullanilarak zaman ortamindaki islev yeniden bulunup ilk islev ile karsilastirilir.

£(t)=0.3927{(— 4.1817j)[cos(w,t) + jsin(w,t)]+ (0.5156])[cos(w,t) + sin(w,t)]
+ (= 0.2302j)[cos(wt) + sin(w,t)] + (0.1655])[cos(w,t) + sin(wt )]}
+0.3927{(= 0.1655j)[cos(w,t) + sin(w,t)] + (0.2302j)[cos(w,,t) + sin(w,,t)] + ...}

Bu bagintida wis=-wi, wiz=-w3, w11 =-Ws konursa
f(t) = 3.2842sin(w,t) - 0.4050sin(w,t)+ 01808 sin(wyt)—...............

elde edilir. Elde edilen islev Ornek 8.2 nin basinda verilen islevden fazla farkli degildir. Bu
nedenle ¢6ziim kabul edilebilir.

Odevler

1. Cizelge 8.4 ii elde etmek i¢in katsay1 dizeyini kurunuz, gerekli ¢éziimleri yapiniz.
2. Ornek 8.1 de spektrum ortaminda elde edilen F(m)=6,-1-j,0,-14j sinyalinin zaman
ortamindaki sayisal degerlerini bulunuz.
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