BOLUM 5
FOURIER TUMLEVLERI (DONEMSIZ ISLEVLERIN FOURIER ACILIMLARI)
5.1 FOURIER TUMLEVLERI

Fourier tiimlevleri, miihendislik problemlerinde yaklagik 150 yildan bu yana kullanilmaktadir.
1965 yilinda Dr. Ron BRACEWELL "The Fourier Transform and Its Application" isimli
kitabinda bir¢ok karmasik matematiksel bagintiyr daha anlasilir bir bi¢imde gostermistir.
Bundan sonra Fourier doniistimleri (FD) daha yaygin kullanilmaya baglamistir. Benzer
kitaplar, konunun genisletilmesine yol agmistir. Ozellikle Lee (1967) "Statistical Theory of
Communication" ve daha sonralar1 Rabiner ve Gold (1975) "Theory and Application of
Digital Signal Processing" gibi yayinlarla sayisal sinyallerdeki uygulama alanlar1 arttirilmistir.
FD leri, 6zellikle bilgisayarlarin geligmesinden sonra uzun sayisal dizilerle kolayca islem
yapabilme nedeniyle sayisal sinyallerin ¢oziimlemesinde, jeofizikte yaygin kullanim alanlar
bulmustur.

Zaman veya uzay ortaminda alman bir sinyalde bilinmeyen bir¢ok olaylar gizlidir. Bu
nedenlerle iz zaman veya uzay ortaminda analiz edilemez. Analiz i¢in spektrum ortamina
gecmek gerekir. Herhangi bir sinyalin gercel, sanal bilesenleri ve dolayisiyla evre kaymasi ve
genlik ile ilgili bilgiler ancak spektrum ortaminda belirlenebilir. Ornek olarak bir sinyalin
spektrum ortamindaki goriiniimii Sekil 5.1 de verilmektedir. Yatay eksen frekans olmak
iizere, ¢esitli binlerdeki gergel (an) ve sanal (bn) bilesenlerin birbirlerine gore olan durumlari
goriilmektedir. Bilindigi gibi kosiniis bileseni gercel, siniis bileseni ise sanaldir. FD deki
donmeler, evre kaymasindan olugmaktadir. Baska bir deyisle "w" nin ¢esitli degerlerinde
yalniz sanal, yalniz gercel ve bunlarin bileske degerleri bulunmaktadir. Sinyali bu ortama

gecirmeden, olaylarin diger ortamda goriilmesi ve sinyalin analiz edilme olanagi yoktur.

Donemli islevler FS ne acilirlar. Kisa siirecli oldugundan miihendislik problemlerinde
karsilasilan islevler genellikle dénemsizdir veya donemi bilinemez. Ornegin herhangi bir
mekanik sisteme etki eden kuvvet gesitli zaman araliklarinda genligi degisebilen sonsuz
donemli olabilir. Bu tiir islevler i¢cin FS leri kullanilamaz. Ancak islevin donemi sonsuz
biiyiirken, serinin yaklagiminda bir limit varsa donemsiz islev uygun bir sekilde gosterilebilir.

Donemsiz izlerin spektrum ortamindaki degisimlerini elde etmek icin, FS nin genel durumu
olan FD leri kullanilir.

Donemsiz izler genel olarak iki sinifa ayrilabilir:

1. Sonlu bir t1, t2 zaman araliginda sifirdan farkli ve bu araligin disinda sifir olan islevler.
2. t=t0 i¢in f(t)—0 yani sifira asimtot olan islevler.

Belirtilen her iki durumda da verilen bir f(t) izi tanimlanmis oldugu bolgede,

T/2

Lim [ [f(t] dt<oo
e -T/2

kosulunu sagliyorsa (enerjisi sonlu ise)



F(w)=
olarak alinabilir.

4. Boliimde donemli islevin karmasik FS ne a¢ilimi verilmisti:

f(t)= icn exp(jnw,t) (5.1)
C, :% [ £(t)exp (= jnw,t)dt (5.2)

-T/2
Eger f(t) islevi donemsiz veya donemi sonsuz biiyiik (T—0) ise

W, :275l , W, :lim2nl=0
T

T—oow

bulunur. Yani T sonsuz biiyilirken "wo" sifira yaklagsmaktadir. Eger wo yeterince kiiclikse
wo=Aw yazilabilir. O zaman nwy ayrik degerlerinde goriinen binler nAw larda goriiliir. Aw—0
a yaklastiginda ise ayrik frekans spektrumu siirekli hale gelir. (5.2) bagintis1 (5.1) de yerine
konursa:

w /2

flt)=>" %Tj f(t)exp (- jnw,t)dt |exp (jnw,t) (5.3)

n=c0 ~T/2
elde edilir. T—o0 olmasinda ise wo=2n/T=Aw olarak kullanilir.

2z 1 Aw

T=2" -
AW

2

T 2n
(5.3) bagintis1 biraz daha diizenlenerek:
/2

f(t)= i é—: Tj f(t)exp (- jnwot)dt} exp (jnw,t) (5.4)

n=c0 -T/2

elde edilir. Son denklemde;

T/2

F(w): J.f(t)exp (- jnwot)dt

-T/2

tanimi1 yapilir ve de kolaylik olmasi i¢in wy=nwo=w olarak gosterilirse,

Fw)= [ f(t)exp (- jot)dt 5.5)

-T/2



olarak bulunur. (5.5) denklemi (5.4) de yerine konarak

f(t)= i ﬁF(W)exp(— jwt) Aw (5.6)

n=-—oo

sonucuna ulagilir. T—oo, w—0 a gitmesi durumunda Aw=dw ya ve toplamlar da tiimleve
dontistir. Boylece tlimlev tanimi1 kullanilarak asagidaki bagintilara ulasilir.

£(t)= [ F(w)exp (jwt)dw (5.7)
F(w)= [£(t)exp (- jwt)dt (5.8)
(5.8) bagintisi, aslinda, donemli islevlerin karmasik agilimlarindaki C, katsayisidir.

c =L [ £(t)exp (= jnw,t)dt (5.9)
2 -

(5.7) ve (5.8) bagintilarina Fourier tiimlev ¢ifti denir. Matematiksel olarak f(t) veya F(w) dan
birinin bilinmesi ile digeri de bulunabilir. Bu bagintilara "Fourier doniisiim ¢iftleri" de denir
ve sembolik olarak,

Fw)=3[f(t)]= [ f(t)exp (- jwt)dt (5.10a)
£(t) = 5 [F(w)] = % [ F(w)exp (jwt)dw (5.10b)

seklinde gosterilir.
5.2 SINYALLERIN ENERJILERI ACISINDAN SINIFLANDIRILMASI
Bir direng (R) ilizerinden gegen akim [i(t)] ve yarattigi gerilim [V(t)] ile ilgili fiziksel

kavramlar kullanilarak sinyallerin enerjileri agisindan siniflandirilmasina yonelik aciklik
getirilebilir. Boyle bir sistemin giicii;

P= V;(t) (watt)veya P =i*(t).R (watt)

denklemleri ile bilinir. R=1 ohm olmas1 durumunda V(t)=i(t) olur. Bu esitligi bir f(t) islevi ile
gosterirsek

P=[fO]  (watt)

elde edilir. S6z konusu f(t) sinyalinin (t1, t2) zaman araliginda harcadig1 enerji ise:



E= j I£(t)" dt (Joule) (5.11a)

dir. Burada, zaman aralig1 oo biiyiitiildiigiinde;

E= j I£(e)” dt (Joule) (5.11b)

—00

dir. (5.11b) bagintisinin sonlu bir degere sahip olmasi durumunda

E= j If(¢)" dt <o (Joule) (5.11c¢)
ise kullanilan f(t) sinyaline enerji sinyali denir. (5.11c) bagintis1 gercel bir sinyalin enerjisini
gosterir. Eger sinyal gercel degil de karmasik ise, bu kez enerjisi

E= j £(t).f(t) dt <o (5.11d)

bagintisiyla verilir. Burada £*(t) karmasik eslenigi gosterir. Se-

Not: Eger bir enerji sinyali t<0 i¢in sifir degerini aliyorsa, bu sinyale dalgacik denir.

Sekil 5.2 de baz1 enerji sinyalleri goriilmektedir. Bagka bir deyisle kullanilan f(t) sinyalinin
tasidig1 enerji sonlu olmalidir. Benzer diislinceye (5.10) denkleminden hareketle de varilabilir.
Bu denklemde exp(-jwt) nin alabilecegi en biiyilik deger 1 dir. Dolayisi ile Fourier tiimlevinin
varlig1 i¢in gerekli ve yeterli kosul (5.11) esitliklerinin saglanmasidir.

Sozii gegen f(t) izinin 1 ohm luk direngte harcadig1 ortalama giic ise;

T/2

E=lim [ |f(t) dt<eo (5.12)
-T/2

denkleminden bulunur. Sonsuz zaman araliginda ortalama giice sahip olan sinyallere "giic
sinyalleri" denir.

Boyle enerjileri sonsuz olan sinyallerin mutlak tiimlevleri alinamaz. Dolayisi ile FD niin
varligi i¢in yeterli kosul saglanamaz. Bu islevlerin FD limitte bulunabilir (ortalama giice sahip
sinyaller=gii¢ sinyalleri). Bu sinyallere tekil sinyaller de denir. Tekil sinyallere 6rnek olarak
A, sgn(t), U(t), coswot, sinwot gibi tiim dénemli islevler verilebilir (Bkz Ornek 5.7, 5.8 ve
5.9).

Bu tip sinyallerin yani enerjileri sonsuz, ancak ortalama gii¢leri sonlu olan sinyallerin (tekil,
gilic sinyalleri) FD nii almaktansa, bunlarin FS a¢ilimlarinin kullanildigi, Boliim 4 ten
bilinmektedir. (5.11c) ve (5.12) denklemleri karsilastirildiginda farkli olarak tiimlev



sinirlarinin (-T/2,T/2) oldugu ayrica tiimlevin basinda 1/T g¢arpaninin bulundugu goriliir.
(5.12) bagintisindan su 6nemli sonug ¢ikarilir: Bir islevin FD alinmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosul toplam enerjinin degil, enerji yogunlugunun (ortalama giiciiniin) sonlu olmasidir.

Donemli islevlerin mutlak tiimlevleri alinamadigindan yani enerjileri sonlu olmadigindan
klasik FD alinamaz. Ancak limit durumlarindan yararlanarak FD leri bulunabilir (Bkz Ornek
5.7).

Donemli bir islevin FD nii alirken asagidaki sira izlenir:
1. (-T/2,T/2) sonlu zaman araliginda Fourier tiimlevi bulunur.
2. T—oo a giderken limit bulunur.

Ancak donemli bir islevin FS agilimi kullanilarak frekans ortamindaki davranisi daha kolay
bulunabilir. Bir f{(t) islevinin FS, (4.7) bagintisiyla verilir.

()= ., explinwt) o wy =

n=-0w

Bu bagintinin her iki yaninin FD alinirsa

Sl 0]=3| 326, exnlinvyd)] < Fo)

n=—o0

F(w)= 3C, Slexp(jnw,t)]

Slexplinwt)] = 27 8(w — nw, (5.13a)
F(w)= i 21 8(w —nw, ) (5.13b)

n=-oo

elde edilir. (5.13b) bagintisindan goriildiigli gibi dénemli bir f(t) islevinin FD, esit araliklarla
w=nwy binlerinde goriilen ve genlikleri 2nC, olan diirtiilerden olusmaktadir.

Not: C, = (a” +b?) dir (Bkz Béliim 4).

5.3 FOURIER DONUSUMLERINE AiT BAZI BAGINTILAR
Genelde FD de gergel ve sanal kisimlar vardir.

1. (5.8) esitliginde exp(-jwt)=cos(wt)-jsin(wt) konursa:
F(w)= [f(t)cos(wt)dt— [ £(t)sin(wt)dt (5.14)

elde edilir. Bu bagintida FD niin gercel kismi



GerlF(w) = Gw) = [ £(t)cos(wt)dt (5.15)
ve sanal kismu da,
San|F(w) = jS(w)=—j T f(t)sin(wt)dt (5.16)

olarak tanimlanur.

2. Gergel ve sanal kisimlar kullanilarak (5.14) denklemi

F(w)=G(w)+jS(w) (5.17)
bi¢imine doniislir. Kutupsal koordinatlardan,

F(w) = [F(w) exp[ip(w)] (5.18a)

yazilabilir. Burada; F(w)|,f (t) islevinin genlik spektrumu ve ¢(w), f(t) islevinin evre

spektrumudur. Boliim 4.1 deki tanimlardan yararlanarak

o(w)=arg F(w)=tan™' {LW)} = —tan”' {M} (5.18b)

G(W) G(w)

yazilabilir. ¢(w) ya aynt zamanda F(w) nin argiimani denir (Bolim 4.1). Bu nedenlerle
d(w)=argF(w) seklinde gosterilebilir. Dolayisi ile (5.18a) denklemi

F(w)= |F(w)| exp|jarg F(w)] (5.18¢c)
bi¢iminde de yazilabilir. Genlik spektrumu ise;
IF(w) = [G(w) +s(w)]” (5.18d)

denklemi ile verilir. (5.15) ve (5.16) dan elde edilen islev, sirasi ile w'ya gore ¢ift ve tek
islevdir. Yani:

G(w)=G(-w) Cift islev (5.19)
S(w)=-S(-w) Tek islev (5.20)

n " n n

F(w) spektrum genligi "w" nin ¢ift isevi, evresi de "w" nin tek

3. f(t) gercel islev ise,
islevidir. (5.18a) da w=-w konarak

F(=w) = [F(= w)exp[jo(- w)] (521a)



elde edilir. Bu denklemde

F'(w)=F(-w) (5.21b)
dir. (5.21b) denklemi F(w) islevinin karmagik eslenigi olarak bilinir. (5.18a) dan da
F'(w)=[F(w) exp[- jo(w)]

olarak yazilabilir. Oyleyse;

[F(— w)expljo(- w)] = F(w)exp[- jo(w)]

dir. Buradan da,

[F(=w) = [F(w)
o= w)| = |- o(w) (5.21¢)

oldugu kanitlanir. Buraya dek yapilan kanitlamalardan yararlanarak

[F(w) = F(-w)=F"(w) =[F(w) exp[- j¢(w)] (5.21d)
yazilabilir.

4. "t" ortaminda karmasik bir izin FD gercel (¢ift) ve sanal (tek) bilesenlerin toplami
£(t) = g(t)+js(t)

olarak gosterilebilir. O zaman,
F(w)=S[F()]= [ F(t)exp( jwodt = [[e(e)+ js(e)cos(wt)- jsin(we)] dt

Flw) = [ [e(t)cos (wt)-+s(t)sin (we)Jde — [ [e(t)sin (wt)—s()oos (we)]de (522)

—00 —00

elde edilir. FD iin gercel ve sanal kisimlari ise:

G(w)=3[s(t)]= T [g(t)cos (wt)+s(t)sin (wt)]dt (5.23a)

—0

S(w) = S[5(t)] = — [ [e(t)sin (wt)—s{t)cos (wi)ldt (5.23b)

—0

seklinde yazilabilir. Ayn1 yoldan gidilerek ters doniisiim bagintisinin gercel ve sanal kisimlari
da elde edilir.



)= — j )cos (wt)—S(t)sin (wt)]dw (5.24a)

[f(t) smyahmn zaman ortamindaki ¢ift bileseni]

)=— I w)sin (wt)+ S(w)cos (wt)]dw (5.24b)
[f(t) smyahmn zaman ortamindaki tek bileseni]

Bu yol ile, zaman ortaminda bir f(t) izini tek ve ¢ift bilesenlerine ayirabiliriz (Bkz Bolim
7.3.2ve 7.3.5).

a. f(t) islevi gercel ise; s(t)=0 demektir. O zaman F(w) nin gergel ve sanal kisimlari:

G(w)= Tf(t)cos(wt)dt (5.25)

—0

0

S(w)=— [ £(t)sin (wt)dt (5.26)

denklemleri tek ve ¢ift islev 6zellikleri kullanilarak;

olacagindan (5.21b) denklemine ulasilir.

b. f(t) sanal ise; g(t) =0,f (t) = js(t) olur. O zaman F(w) nin gercel ve sanal kisimlari:

o0

G(w)= js(t)sin (wt)dt
- (5.27)

0

S(w) = —.[s(t)cos (wt)dt

—0

siniis ve kosiniis islevlerinin 6zelliklerinden:

G(— w) = —G(W)
S(W) = S(W)
F(—w)=-G(w)+ jS(w)

olacagindan, sonucta
F(-w)=-F'(w) (5.28)

elde edilir. Eger bir iglevin FD de (5.28) 6zelligi varsa iglev sanaldir.



c. f(t) ¢ift islev ise; f(-t)=f(t) olacagindan f(t) cos(wt) ¢arpimi "t" ye gore ¢ift, f(t) sin(wt) de
tektir.

0

S(w)=0 , F(w)=G(w)=2[f(t)cos(wt)dt (5.29)

0

(5.29) bagintisina Fourier kosiniis donilisimii (FCD) denir. Bu durumda ters doniisiim
bagintisi,

['e]

G(w)cos(wt)dw = lj F(w)cos (wt)dw (5.30)

T

f(t)=

Sl

1
T

olarak wverilir. (5.30) denklemi; gercel bir islevin, FD de gercel ise islevin ¢ift olmasi
gerektigini belirtir.

d. f(t) tek islev ise; f(-t)=-1(t) olacagindan (c) ye benzer yolla
G(w)=0 , F(w)=-jS(w)=-2j [(t)sin(wt)dt (5.31)
0

yazilir. (5.31) bagintis1 Fourier siniis doniisiimiidiir (FSD). Ters doniisiim bagintis1 ise:

o0

f(t)= —%TSG(w)sin (wt)dw = 1 j F(w)sin (wt)dw (5.32)

)

e. f(t) islevi tek ve ¢ift islevlerin toplami seklinde ise;
£(t)=1£,(t)+ £,(t)

tek ve ¢ift iglevlerin 6zelliklerinden

F(w)=3[f(t)]= G(w)+ jS(w) (5.33a)

(5.33b)

ile gosterilir.

G(W)+ jS(w)z F (W)+ F, (w)

¢

olacagindan



(5.34)

elde edilir. Eger islev tek ve c¢ift bilesenlerinin bir toplami seklinde yaziliyorsa asagidaki
denklemler gegerlidir (Bkz Ornek 5.5).

f(t)=f£,(t)+£,(t) ise
f()>3I—>GC(w) , f()>3I—>js(w) (5.35)

G(w)= 2J- f, (t)cos(wt)dt
" (5.36)
S(w)= —zjf (t)sin (wt)dt

COS Wt

= ]Gl
. (5.37)
{

:1|~

sm Wt

;1|~

5.3.1 Gergel-sanal (tek-¢ift) islevlerve Fourier doniisiimleri

"t" ortamindaki islevin yalniz gercel (¢ift), yalniz sanal (tek) veya bunlarin karmagasindan
olugsmasi1 durumunda FD leri ile ilgili sonuglar agagidaki gibi verilebilir (Sekil 5.3).

f(t) F(w) Sekil No
Gergel ve ¢ift Gergel ve ¢ift 5.3a
Gergel ve tek Sanal ve tek 5.3b
Sanal ve cift Sanal ve cift 5.3¢c
Sanal ve tek Gergel ve tek 5.3d
Karmasgik ve ¢ift Karmasik ve ¢ift 5.3e
Karmasik ve tek Karmasik ve tek 5.3f
Gergel ve bakisiksiz Karmasgik ve hermitian 5.3g
Sanal ve bakisiksiz Karmasik ve antihermitian 5.3h

Tiim bu 6zellikler asagidaki gibi 6zetlenebilir.

£(t) =, (t)+f,(t) = Ger[f, (t)] + jSan][f, (t)]+ Ge]f, (t)|+ jSan]f, (¢)]

( ) ( ) (w)z Ger[Ft(w)]+ jSan[Ft (w)]+ Ger[FQ (W)]+ jSan[FQ (W)]

Hermitian islevi ise hem gergel ve hem de sanal kisimlarinin bakisik olarak tanimlandigi
karmasik bir islevdir (Sekil 5.4) ve

10



ozelligi ile tanimlanir.
5.3.2 Bir islevin karmasik esleniginin Fourier doniisiimii

Herhangi bir f(t) islevinin karmasik eslenigi f*(t) ile gosterilir. Bunlarin FD leri arasinda
asagidaki iliski vardir.

f(t) [£*(V)]

Gergel F(w)

Sanal -F(w) = F*(-w)
Cift F*(w) = F*(-w)
Tek -F*(w)

Ornek 5.1
Asagida bagintis1 verilen dikdortgen dalganin (Sekil 5.5) FD nii bulunuz.

1 |t| < %

Pd (t) = d
0 |t| > =

2

d/2

Fw) = S0 = [ Pu(Ofexp (- wtllac= rexp(- jut)at =

-d/2 A

exp (- jwt)"

= L [exp (jwd /2)—exp (- jwd /2)]

w

2 jsin(W?dj =exp(jwd/2)—exp(—jwd/2) dir.

F(w) = L 2j sin(wde = g sin(W?dj = g sin(w—dj —Wd /2

W w w 2 )Jwd/2
_3w_d(sinwd/2)_d(sinwd/2)

w 2  wd/2 wd/2
:limT—(Sln wI/2) :gsin(w—Tj :Tsinc(w—Tj

doT wT/2 w 2 2

F(w) nin degisimi Sekil 5.6 da verilmektedir. Kesiksiz ¢izgiler |F(WX genligini, noktal
cizgiler de F(w) y1 gostermektedir.

Ornek 5.2
Asagida verilen f(t) islevinin (Sekil 5.7) FD nii bulunuz.

11



10 t<0

£(1)= { exp(-at)  t>0

Fw)= [ F(t)exp( jwt)de = jexp[(. ot + jw)t]dt = ;)exp[(. o+ jwit]”

—(ou+ jw

—00

1
o+ Jw

1
= m [exp(— OL) - GXP(O)] =
Fw) = — s

Denklemin ilk kismi1 ¢an egrisidir. Genlik spektrumu ise

i) = [( o’ jwz jz i (az vaz ]2]1/2 = (a2 +w? )"

w=0 i¢in ise

|F(WX =

1
o
dir. Ongoriilen dalganin genlik spektrumu ise Sekil 5.8 de verilmektedir.

Ornek 5.3
exp(-at) islevinin FCD ve FSD nii bulunuz [0>0, t>0]

3 [exp (= at)]= [ exp (- at)sin (wt)dt =1,

—exp(—at)cos (wt)|°°

v T exp (— ot )sin (wt)dt

I, = jexp (— at)cos (wt)dt =

0 a b o 0
I, :i[— exp (- oct)cos(wt)]; —EI2

a o
I = l_212

a o

Benzer sekilde I» tiimlevi alinirsa,

0

—exp (- at)sin (Wt)| _w I exp (— at)cos (wt)dt
a |o o’

I, = Iexp (— at)sin (wt)dt =
0

bulunur. Tiimlev ¢oziimiinde ilk kisim sifirdir.

12



Ii ve I denklemleri ¢oziiliirse,

a w

I = , 1=

=
o’ +w?

elde edilir. Yani;

Slespl-at=

3, [exp(— Ott)] = o ivwz

dir. Genlik spektrumu ise Ornek 5.2 ye benzer sekilde bulunur (Sekil 5.8).
Ornek 5.4
f(t) = u(t).[sin(at)/t] islevinin FD nii, islevi tek ve ¢ift kisitmlarina ayirarak bulunuz. Genlik ve

evre spektrumunu hesaplayiniz.

Birim basamak islevi

u(t):{l t>0

0 t<0

olarak verilir (Sekil 5.9). Tek ve cift islevlerin 6zelliklerinden [Bagint1 (3.4)],

£ ()= [0+ £(- 0]
£L(0) = (7)) £(- o)

2 t -t
£,0)= 0 0) 4 o]
£ (1) = %[ ( )sinfat) o )smE—tat)}
£(0)= 25 ) o)

f(t), f(t) ve fi(t) islevlerinin gdriintimleri Sekil 5.10, 5.11 ve 5.12 de verilmektedir.

Not: Tek ve ¢ift islevlere ait ozelliklerden (Bolim 5.3e) ve (5.33) denklemlerinden
yararlanilir. Eger f(t) t nin ¢ift islevi ise (5.15) den

13



Ger|F(w)| =G(w)=2 ]O f(t)cos(wt)dt
[F(w) = 1G(w)

Eger f(t), t nin tek islevi ise (5.16) dan

SanfF(w) = jS(w) = —j2[ £(¢)sin(w)

[F(w) =[s(w)
dir.
(5.23) denklemlerinden,

G(w)=F,(w)= 3t (1)

S(w) = F,(w)=3[f,(t)]

bulunur.

S(w) = —2.[ f, (t)sin (wt)dt = —2]E> sint(at) sin (wt)dt = —2T%sin(at)sin (wt)dt

Not: sin(A)sin(B) = % [cos(A ~-B)- cos(A + B)]

S(w) = _T cos|(w - a)t]t— cos|(w —a)] dt

elde edilir. Elde edilen G(w) ve S(w) yardimui ile |F(W)| ve arg[F(w)]=¢(w) hesaplanir. Genlik

ve evre spektrumlart Sekil 5.13 ve 5.14 te verilmektedir.

Ornek 5.5
f(t) = exp(— at).sin(Bt)u(t) sinyalinin (Sekil 5.15) FD nii bulunuz.

Not: u(t) birim basamak islevidir.

14



Slexp(— at)u(t)] = o +le (¢izelge 6.1 den)

Euler denkleminden:
) 1 ) )
sin(Bt) = = [exp(jpt) - exp(~ jBt)]

bulunur. Frekans dteleme kuramindan (Bkz Béliim 5.4 Ozellik 5)

SBJ exp(— at)u(t)exp(- JBt)} 21 jo+jon (; B/2r)
S{_ %exp(_ at)u(t)exp(- Jﬁt)} 21 jo+j2m (1“ +B/2m)
yararlanarak

R St sl -2

(ou+j2nf) +p>

Genlik spektrumu ise;

F(e) = [ (0]

)= {aﬂznf) +Bzﬂm

F(t) = :

o’ + B> —4n’f? + 4jonf

dir. Gergel ve sanal kisimlar ayrilirsa

p 1 P
Fif)= -
Fif) o +P* -4’ f? +j4omf

ve evre spektrumu da,

o(f) = tan™ {%[F(f)]}

Sanal[F(f)]

d)(f):tan_l( 2 4onf ]

o +p° —4n’f>

elde edilir. 2nf=w doniisiimii kullanilarak cizgisel frekanstan acisal frekansa gegilebilir.



F(w)=——b P

a’+p*-w’ 2aw

o(f) = tan™ (m—wj

o + Bz w2
Bunlara iliskin genlik ve evre spektrumlar1 Sekil 5.16 da verilmektedir.

Sekil 5.15 te kesikli ¢izgi ile gosterilen sinyalin zarfidir. Zarfin saptanmasina, Hilbert
dontistimleri konusunda deginilecektir.

Ornek 5.6
x(t)=sgn(t) signum islevinin (Sekil 5.17) FD nii bulunuz.

sgn(t) islevinin kollar1 oo'a gittiginde Dirichlet kosullarini saglamaz (enerjisi oo dur). Bundan
dolay1 limit kullanilarak FD alinir

1 t>0
sgn(t):{_l <0 (5.38)

Basamak islevi kullanilarak sgn(t), asagidaki gibi yazilir.

sgn(t)=u(t)—u(-t) (5.39)
Limit kullanarak (5.39) denklemi

sgn(t) = lin(}[exp(— at)u(t)—exp(at)u(-t)]

dir. Bunun FD ise;

Slsen(t)]= 3 igg[exp(— at)u(t)— exp(at )u(- t)]}
— tim{Slexp(- at)ult)] - Sfexplet)ul- )

S[sgn(t)]:lim{ 1 } (Cizelge 6.1 den)

0 o+ JW  oL— JW

Spen(t)] =+ =2
Jw W W

olarak bulunur.

Ornek 5.7
f(t)=cos(wot) islevinin FD nii bulunuz.

cos(wyt) = fexplivwgt) +expl- jw, )]

Sfeos(ovgt)] =3 Slexpliw, -+ Slexpl- )]

16



(6.15) denkleminden,

Slcos(w,t)] =18 (w+w, )+ nd(w+w,)

~

Slcos(w,t)] = n[8(w+w, )+ 18 (w+w, )]

bulunur.

5.4 FOURIER DONUSUMUNUN OZELLIKLERI
1. Dogrusallik ozelligi

a) ve a sabit olmak lizere ve

e OI=Fw) . SlEO]=E(W)

ise

S[alf1 (t)—i— a,f, (t)] =a,F (w)+ a,F, (w)

dir.

Kanitlama:

['e]

S[alfl (t)"' a,f, (t)] = _[ [alfl (t)"' a,f, (t)]e_th dt

—00

=a, .[ f,(t)e ™ dt+a, .[ f,(t)e ™ dt
birinci timlev Fi(w), ikincisi ise Fo(w) dir.

S[alfl (t)+ a,f, (t)] =a,F (W)+ a,F, (W) (5.40)

2. Zaman olcekleme ozelligi

3[f(at)]= lF(ﬁj (5.41a)
o] \a
37 [Flaw)] = lf(ij (5.41b)
o] \a
dir.
Kamitlama:

a>0 icin at=x ve dt=dx doniligiimii yapilsin,
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x yerine t konursa
17 /a)t]
= f (w/a)lgy
R

Sfe(at)] = F(ﬁj

Pl

bulunur. a<0 degerleri i¢in de benzer yol izlenirse,

i)

elde edilir. Sonugta

Kanitlama:

(5.41a) bagintisinda a = —1 konarak
~ 1 (w 1 w
Sl 2 = {2 =Fw)
a) -1 \-1
[f(-1)]= F(-w)
elde edilir.

4. Zaman kayma (oteleme) ozelligi

S[F(t)]=F(w) ise

S[f(t—t,)]= e F(w)
dir.

Kanitlama:

(5.42)
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3e(e—to)]= [ =t )e ™ dt
bagintisinda t —t, =x,t=x+t, vedt = dx doniisiimleri yapilirsa:
S[f(t—t,)]= J’ f(x)e*jw(“’“‘)dx _ J’ f(x)e Me M dx = e M J’ £(x)e ™ dx

—0

son bagintidaki tiimlev F(w) ya esittir. Buradan da

S[f(t—t,)]=e ™ F(w) (5.43)
sonucuna ulasilir.

5. Frekans kayma(oteleme) ozelligi

F(w) = [f(t)] ise

S Flw - w,)

dir.

Kanitlama:

3e(t)e™ = T [e(t)e™ e dt = Tf(t)e[_j‘(W_WO)]dt

tiimlev F(w-wo) a esittir.

3e(t)e™ | = F(w - w,) (5.44a)
Benzer yoldan gidilerek te

3le(t)e ™ )= F(w+ w,) (5.44b)
yazilabilir.

Ornek 5.8

F(W) = S[f (t)]ise [f (t)cos(wot)] nin FD ni bulunuz.
Cos(wot) - %(ejw()t " e—jwot)

drr.
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S[f(t)cos(w,t)]= [% f(t)e™" + %f(t)e‘jwot} - %S[f(t)em‘ ]+ % S[f(t)e—jwot]

(5.44a) ve (5.44b) bagintilarindan;
S[f(t)cos(wot)]:%F(w—w0)+%F(w+w0) (5.45)

yazilabilir.

Ornek 5.9
T uzunlugundaki kosiniis islevinin FD nii (Sekil 5.18) bulunuz.

f (t)z cos(wot)islevini, islevin donemi uzunlugundaki (T) bir boya sahip dikdoértgen pencere

islevi kullanarak siirlayalim.

1 |f<T/2
P.(t)=
0 {0 It >T/2

Dikdértgen pencerenin FD, Ornek 5.1 de bulunmustu.

W 2

3[p, (0] = 2 sin(W—Tj
(5.45) bagintisinda f(t)=Pd(t) konarak

3[P, (t)cos(w,t)] = Sin[a(wvz WO)} + Sin[gv(j; WO)} (5.46)

elde edilir. f(t) islevinin donemi (-T/2 den T/2 ye dek siirdiigii i¢in) "T" dir. Dolayisi1 ile
Islevin temel agisal frekans: asagida verilmektedir.

w0=2—n—>T=2—TE
T W,

Pencere boyu olan T siireci igindeki dénem sayisi ise T/(27m/wo) dir. Oyleyse T zaman
araliginda woT/2n kadar tam dalga vardir. Bu nedenle woT ¢arpani ne kadar biiylik olursa T
zaman araliginda o kadar ¢ok sayida dalga bulunur. woT>>1 durumunda f{t) izinin FD Sekil
5.19 daki gibi  olur. (5.46) dan  goriildiigi gibi  sinyalin  spektrumu
w =+w,ve w =—w, merkezler olmak tizere iki sinc islevidir. sinc islevlerinin maksimum
degerleri w =w,vew =—-w,dadir. Maksimumlarin iki tarafindaki birinci minumumlar

arasinda 2nt/T, diger ardisik minumumlar arasinda ise /T frekans farki vardir.

Bu problemde ayni sonuca ulasir gibi goriinen iki dnemli nokta vardir. Bunlardan birincisi f{(t)
islevinin donemi olan "T" dir. ikincisi ise dikddrtgen pencerenin boyu olan "T" dir. Burada

20



pencere boyu, izin donemine esit alinmistir. Pencere boyu ve sinyalin donemi arasindaki
iligkilerin ne oldugu konusuna pencereler boliimiinde deginilecektir. Bu problemde konunun
fazla icerigine girilmeden asagidaki bilgilerle yetinilecektir.

Eger pencere boyu olan T biiyiik ise minumumlar sik aralikli, kii¢iik ise genis aralikli olur.
woT>>1 olmas1 durumunda egriler ¢abuk sonerler, kollarin birbirlerine etkisi olmaz.

Eger wo (islevin donemi) sabit tutulup pencere boyu kiigiiltiiliirse minumumlar arasindaki
uzaklik artarak egriler yassilasir. Islevin donemi olan wo sabit tutulup pencere boyu
biiyliltiiliirse minumumlar birbirine yaklasir. Pencere boyunun limitte sonsuza ulagmasi
durumunda ise sinc islevi w=+w,ve w =—-w,da bulunan birer dogru pargas: lizerinde

toplanirlar (Sekil 5.20).

Eger f(t) islevinin donemi kiigiik ise temel frekans olan "wo" merkezden ¢ok uzak, donem
biiyiik ise temel frekansim ilk degeri merkeze ¢ok yakin olur. Oz olarak;

1. pencere boyunun genisligi veya darligi; sinc islevinin dikligi, yayvanligi ve loblarin
birbirlerine yakinligina,

2. sinyalin doneminin uzun veya kisa olmasi da ilk temel frekans degerinin, sifir frekansina
yakin veya uzak olmasini ilgilendirir. Burada pencere boyunun biiytikligii de ayn1 sekilde etki
eder.

Ornek 5.10
"+" ve "-" yonde "to" kadar Otelenmis aymi bir dalgacigin toplamlarinin ve farklarinin
spektrumunu bulunuz.

i)y eliv) = 2 cos(wt, )

e(—tho) _ e(—tho) — 2jSiIl(Wt0)
F(w)[e('j‘”“)) + el )] = 2 F(w)cos(wt, ) (toplamlarin spektrumu)

S[f(t—t)— £(t+t,)]= S[E(e—t, )] S[F(t+1,)]
F(w)[e(’j‘”t") + e(th")] =2 jF(w)sin(wt,)  (farklarm spektrumu)

6. Bakisim (simetri) ozelligi

£(w)=3[f(1)]

S[F(t)] = 2nf(- w)
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dir.
Kanitlama:

Ters Fourier doniisiim (TFD) bagintisi,

dir.
2nf(t)= I F(w)e'™ dw

t=—t konursa

2nf(-t)= T F(w)e ™™ dw

t=w ile yer degistirilirse
2f(-w)= [ Flw)e ™ dt = S[F()

elde edilir.

Ornek 5.11
f(t)=e . F(w)=3[f(t)]= F(w)=—=

o’ +w?

bagmtilar1 bilindigine gore;

Bakisim 6zelligi;



S[F(w = t)]=2nf(t > —w)

(0

2
(0
F(W)_ 0(2 +W2 %F(W_)t)_F(t)_ OL2+t2

ft)=e™ > f(t > -w)=f(-w)=e™

dir. Bu bagintilar bakigim 6zelliginde yerine yazilirsa,

2

o
J| ——— |=2me™
o+t

elde edilir. Oysa aranan baginti

{ote)
o’ +t?

dir. Ustteki denklemde "o sabit oldugundan,

5 1 2z oo
a’ +t? a

elde edilir.
Ornek 5.12
Bir dikdortgen pencerenin zaman ve frekans ortami bagintilar1 asagida verilmektedir.
PO 1 Jt<T/2 (5.48)
t)= .
’ 0 |{>T/2
3[P, (1) = isin(W—Tj (5.49)
w 2

Bu bagintilar bilindigine gore;

£(t) = Sir;(tat) (5.50)

islevinin FD nii bakisim 6zelligini kullanarak bulunuz.

(5.50) de verilen islev (5.49) bagintisina (Fourier doniisiim ¢ifti bilinen bagintilardan frekans

ortamindaki olanina) benzetilmeye ¢aligilir. (5.50) bagintisinda a=d/2 konulursa

f(t)= isin(ﬁj (5.51)
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katsayilar disinda (5.51) bagintis1 [dolayis1 ile (5.50)] ile (5.49) bagintilar1 birbirlerine
benzemektedir. Tek fark (5.51) bagintis1 zaman, (5.49) bagintis1 ise frekans ortamindadir. FD
niin bakisim 6zelligi ise;

S[F(w = t)]=2nf(t > —w)

dir. Bakisim 6zelliginin 1. kismini olusturalim. Bunun i¢in (5.49) bagintisinda;
F(w) = Esm(Wde S Flw - t) = F(t) = %sin[ﬂj (5.52)

(5.48) denkleminden yararlanarak;

1 |w<1/2d
0 |w>1/2d

B ) |

yazilabilir. O zaman bu islev ¢ift islevdir, yani

P()_l w]<d/2
0 > dr2

a=d/2 olarak tanimlanmisti, buradan da d=2a dir.

1 |W| <a
(5.53)

P (w)- {

0 |W| >a
Bakisim 6zelliginin 2. kismu ise:
2nf(t - —w)=2nP,(w)

tanimindan dolay1 P4(-w) ¢ift islev oldugundan, P4(-w)=Pa(W) yazilabilir.

2 . (dt
\S_T sm(?ﬂ =2nP, (w)

2sin(td/2)
5 t _ S[ 2sin(td/ 2)} _p,(w)
2n it

bagintilarinda d=2a koyarak;

2] )

it
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dir. P2a(w) ise (5.53) bagintisi ile verilmektedir.

5.5 EVRISIM (CONVOLUTION) KURAMI
f(t)= T f,(1)f,(t)dt (5.54a)
(5.54a) denklemi ile verilen f(t) islevine (-o0,00) araliginda fi(t) ve fa(t) islevlerinin evrigimi
denir. Eger t<0 igin f,(t)=0vef,(t)=0 ise (5.54a) denklemi
t
f(t)= I f, (o)f, (t—)dv (5.54b)
0
denklemine doniisiir. Burada,
£(t)=1,(t)*£, (1) (5.55)
olarak gosterilir (Sekil 5.21).
a. Zaman evrisim kuram
F(w)=3[f(t)] . E(w)=3[f(t)
ise
S[f (0)*£ (0] = F (w) F, (w) (5.56)
dir. Ters baginti ise asagidaki sekildedir.

o0

fl(t)*fz(t):i [ E(W)E, (w)e™ dw (5.57)

—00

b. Frekans evrisim kurami

f©)=3"FW)] . £(0)=3"[F(w)

1se

[t (0)£, ()] = —— F (w)*Fy (w) === [ F,(w)F, (w—u)du (5.58)

Not: w —u = 1donilisiimi yapilmistir.
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bagintilar elde edilir. Zaman ve frekans ortami evrisim islemleri Sekil 5.21 de goriilmektedir.

Ornek 5.13

Frekans ortaminda Fi(f) ve Fx(f) iki islevin evrisimi

o0

Flz(f)E J. Fl(T)Fz(T)dT EFl(f)*Fz(f)

T=—00

olarak verilmektedir. Evrisimin, zaman ortaminda her iki iglevin bire bir ¢arpimi oldugunu

gosteriniz.

Bu bagintinin TFD

fo(t)= [F,(F)e*™ df
f=—o0

f.()= | j F,(v)F, (f — t)dr [e*™" df

f=—o0 | 1=

00 o0

()= [ | [ E(F-1)e™™ df |F(t)de

f=—o0 [ 1=—00

f-t=x—>f=x+1->df =dx

J. F,(x)e*™*) dx |F,(t)dr

J. F,(x)e™"™ e dx} F,(t)dt

f,(t)= I IFz(x)ez”jtx dx:|F1(T)€2njtth
B 1 I

£,(t)

= jFl (t)e*™" dt

oldugundan

f,, (t) = [fl (t)] [fz (t )]

elde edilir.

¢. Evrisim tiimlevinin o6zellikleri

Evrisim tiimlevinin temel 6zellikleri
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£,(8)*£,(t)=£,(t)*f,(t)
fl(t)*[fz(t *f(t)]: fl(t *fz(t ]*f(t (5.59)
£, () *[F(0)* £, (O] = £,()*£(0) + £,()*£, (¢)

|
|
d. Evrisim, asagidaki gibi dort asamada incelenmistir.

1) Seriler ile.
2) Katlama yolu ile.

3) Analitik denklemi belli sinyaller ile.
4) z déniisiimleri ile (Bkz Boliim 7 Ornek 10).

Serilerle evrisim
Iki seri;

_ 2
A=a,+axXx+a,X e

B=b, +bx+b,x*............

olsun. Bunlarin evrigimleri;

ao(b0 +bx+b,x* +...... )+ alx(b0 +bx+b,x...... )+ azxz(b0 +bx + bzxz....) ...........
dir. Burada;

c, =ayb,
c, =a,b, +ab,

c, =a,b, +a,b, +a,b,

(5.60)
c,=a,b,+ab,+a,b, +ab,
olarak gosterilirse evrisim sonucu bulunan yeni seri;
¢, +eX+c,x° +cx’ (5.61)

denklemi ile elde edilir.

Ornek 5.14

A=laa] , A=[2]
B=[b,,b,,b,] , B=[1,2,3]

A dalgacigi ile B dalgaciginin evrigimini seriler yontemi ile bulunuz.
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B dalgacigi aynen almir, A dalgacigi ise ters cevrilerek Sekil 5.22 deki gibi (5.60)
denklemlerine uygun olarak evristirilir.

Katlama ile evrisim

(5.60) denklemleri incelediginde, evrisimin ayni zamanda bir katlama isleci oldugu da
anlagilir. (5.60) denklemlerinde verilen ii¢ boylu A ve B dalgaciklarinin evrisimi, bir katlama
olarak Sekil5.23 deki gibi diisiiniilebilir.

Ornek 5.15
Sayisal 6rnek olarak yukarida verilen iki dalgaci§in evrisimini katlama yolu ile bulunuz.

Yapilan uygulama sonucu elde edilen sonug Sekil 5.24 te verilmektedir.

Not: Seriler ile evrisimde dalgaciklardan biri aynen alinir digeri ters g¢evrilerek evrisime
sokulur. Katlama yontemi uygulanirken iki dalgacik ta aynen alinarak evrisime sokulur.

Analitik denklemleri belli olan islevlerin evrisimi

Eger evristirilecek islevlerin analitik denklemleri belli ise (5.54) denklemi kullanilarak
evrisim sonucu bulunur.

Ornek 5.16
fi(t) ve f2(t) islevleri denklemleri ile birlikte Sekil 5.25 te verilmektedir. Bunlarin evrisimini
bulunuz.

Evrisim sirasinda 1. islev aynen alinir, 2. islev ters ¢evrilir (Sekil 5.26). (5.54) bagintisindan,

Bt
f(t) _ abe ‘e( —a)t

- B - =0
Bt _(B-a)c _ A0 at Pt
f(t)=ab"—>O © —apt %
p-o p-oa
elde edilir.
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e. Evrisimin geometrik olarak gosterimi

Dogrusal bir sistemin diirtii yanit1 h(t) ve giris izi x(t) Sekil 5.27 de verilmektedir. y(t) ¢ikis
izinin geometrik olarak hesaplanmasi ve degisimi asagida sunulmaktadir.

Dogrusal dizgenin ¢iktis1 (Sekil 5.28) bilindigi gibi evrisim tiimlevinden hesaplanir. (5.54) ve
(5.55) denklemlerinden

3(t) = x(t)* h(t) = [ x(e)ht—)de _m<t<wm

n_n

den bulunmaktadir. Burada onemli nokta h(t—t) islevini "t" degiskenine bagli olarak
¢izmektir. "t" degiskeni -co dan +oo a degistikge, h(t—r) islevide t ekseni iizerinde
kayacaktir. Bu islevi ¢izebilmek i¢in asagidaki yol izlenir.

1. h(t) slevi Sekil 5.29 da verilmistir. t=1 donlisimii yapilir. h(-t) islevi ise evrisimin
katlanma 6zelliginden dolay1 diisey eksende katlanir (Sekil 5.30).

2. "t" sabit, gercel bir say1 olarak diisiiniiliir ve
h(t—1)=h[-(t-1)]

islevi ¢izilir. Bu islev aslinda h(-t) islevinin "t" ekseni {lizerinde "t" kadar otelenmesi ile elde
edilir. Eger t>0 ise saga dogru, t<0 ise sola dogru 6telenir (Sekil 5.31 ve 5.32).

3. x(1) islevi de ayn1 grafik iizerine ¢izilir. Her iki islevin ¢arpimlarinin sifir olmadigi bolgede
tiimlev alinir. Bu islem "t" parametresinin (+) ve (-) tim degerleri i¢in yapilir.

Evrisim tiimlevinin hesaplanmasi i¢in yukarida acgiklanan yontemi verilen bu Ornege
uygulayalim: Her iki islev de "t" ortamindayken, eksen iizerindeki degerlerinden yararlanarak,
tnin ait oldugu bélgelerin alt ve iist siirlari saptanir. Ornegimizde dort adet bolge
saptanmistir (Sekil 5.33). Daha sonra her iki iglev 1. ve 2. adimda anlatildig1 gibi "t" ortamina
aktarilarak tiimlev alinir. Tiimlevlerin alt ve {ist sinirlart ait olduklari bolgelerin alt ve {ist

sinirlaridir.

a. 0<t<1/2 icin (Sekil 5.34); kolaylik olmasi1 agisindan 6rnegin t=1/4 birim secilsin. x(t) ve
h(t-t) ¢arpimlarinin sifir olmadigi1 bolge tarali alandir. Dolayis1 ile bu bolgede tiimlev alinir.
Bunun i¢in h(t-t) dogrusunun denklemi bulunur.

Y=y, _ T _)y—1/2: r—(—2+t)
V-V, T -1, 1/2-0 (=2+t)=(=1/2+t)
Y 3 3 6

1 1 1
h(t-t1)=——1-—+—t
(t—1) T
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(5.62) denkleminden;

y(t) = % [(t—1/2) +2¢] (5.63)

b. % <t <1 icin (Sekil 5.35);

h(t - ’C) denklemi (a) da bulunmustur.

W)=t lr T =
2 32 6 3|,
t
y(t)=— (5.64)
6
c. 1<t<2 i¢in (Sekil 5.36);
1 1 1 1
t)= —|—-=1t-—+—=t|d
) J+t2(3 6 3%
0
1| 1z T tt
t)= —|-—— = i
Y() 2032 6 3|,
1
y(t)= - (t=2)e-1) (5.65)
d. 2<t<wo i¢in (Sekil 5.37);
K 3! 1 1 1
Y(t)::[OX(’C)h(t—T)dT: jg(—g'f—g‘thde
y(t)=0 (5.66)

e. Bu kez de t<0 degerleri icin y(t) nin degisimini inceleyelim. t nin mutlak degeri biiytidiikce
h(t — 1) islevi de sola dogru kayar (Sekil 5.38).
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—l<t<0
2

y(t)= _l/fﬂ l(—l—l +£j dt

y(t)= é{(t - %jz + 21} (5.67)

f. -0 <t<-1/2 i¢in
y(t)=0 (5.68)

dir. y(t) nin ¢ikis islevi ise hesaplanan bélgelerde ¢izilir.

-0 <t<-1/2 arast (5.68) bagintisindan y(t)=0
-12<t<0 arasi (5.67) bagitisindan y(t=0) = 1/48
0<t<l arasi (5.63) bagintisindan y(t=1/2)=1/12
12<t<l1 arasi (5.64) bagintisindan y(t=1)=1/6
1<t<2 arast (5.65) bagintisindan y(t=2)=0
2<t<w arasi (5.66) bagintisindan y(t) =0

dir. Yapilan hesaplamalar sonucu elde edilen alan Sekil 5.39 da verilmektedir.

5.6 SINYALLERIN ENERJi, GUCLERININ HESAPLANMASI VE PARSEVAL
KURAMI

5.6.1 Giris

Jeofizikte, ister uzay, ister zaman ortaminda olsun izler sonsuz uzunluktadir. Bu nedenle
kullanilan x(t), y(t), g(x), H(x), V(x) gibi izler genellikle -oco dan +o0 a kadar uzanan zamanin
veya uzayin siirekli ya da kesikli bir islevi seklinde modellenir. Ancak bu tiir izlerin
modellenebilmesi i¢in (5.11c¢), (5.11d) veya (5.69) denklemlerinden en az birini saglamalidir
[(5.11c) gercel ve (5.11d) de karmasik islevlerde kullanilir].

E= I f? (t)dt < enerjileri sonlu sinyaller (enerji sinyalleri)

—00

E= [ (O (Qdt<oc

—00

veya

T/2

P=1lim | f*(t)dt<oo
TAOO—T/Z

ortalama giicii sonlu (gli¢ sinyalleri) (5.69)

(5.11c) ve (5.69) denklemlerinin anlamlarin agiklanabilmesi i¢in asagidaki Ornek
verilmistir.
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R=1Q direncine sahip bir akim kaynaginin gerilimi f(t) olsun.

2
Ohm yasasindan I= v SIE= V_2
R R
VZ
giic bagintis1 ise P=RI’ > P= S

R=1Q oldugundan, gerilimin karesi devrenin giiclinii verir.
P=V’ veya P= |f(‘[12

dir. (5.11c) denkleminden;

E= T I£(t)" dt = v?

—00

dir. Bu da kaynagin verdigi toplam enerjidir. Yukaridaki denklem 1Q luk bir direng
iizerindeki ir f(t) geriliminin (veya 1Q luk bir direncten gegen bir f(t) akiminin) agiga
cikardigi toplam enerjidir. Bilindigi gibi (5.11c) tiimlevinin anlamli olabilmesi i¢in sonlu
olmas1 gerekir. Boliim 5.2 den animsanacagi gibi donemli islevler i¢in (5.11c¢) tiimlevi sonlu
degildir. Bu tip sinyaller i¢in enerjinin zaman ortalamasi tanimlanir. Bu da izin ortalama
giiciidiir ve (5.69) denklemi ile verilir.

(5.69) denklemi ile verilen bir f(t) izinin, ortalama giicii 1Q luk bir dirence uygulanan f(t)
geriliminin (veya 1Q luk direngten gegen f(t) akiminin) tiikettigi ortalama gili¢ olarak
tanimlanir.

Enerjisi sonlu olan izlerin (5.11c) bagmntisi ile tanimlanan enerjisi, f(t) nin FD den
yararlanarak ta bulunabilir. Baz1 durumlarda enerjinin bu yoldan hesaplanmasi daha kolay
olabilir.

5.6.2 Parseval kurami

Parseval kurami1 donemli ve donemsiz islevlerde ayr1 ayri incelenir.

Donemli bir islevin giicii ve ayrik (siireksiz) Fourier spektrumu

Eger f(t) islevi gergel ve T donemli ise:

1 T/2 w

— [ [f@Fd=3[c,[ (5.70)
T -T/2 n=-n

T donemli f(t) Karmasik Fourier

islevinin giicii serisinin katsayilar1

denklemi yazilir. Yani donemli bir islevin giicli, karmasik Fourier katsayilarmin mutlak
karelerinin toplamina esittir. (5.70) bagintisinda
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Cn __(ar21 +br21)2

konursa

p-Lt Tj/z (O dt=2a2 + 13 (a2 +12) (5.71)
T -T/2 4 ’ 2 n=1 ' '

elde edilir. Bilindigi gibi,

1 T/2 . .
a, =— J. f(t)dt = aritmetik ortalama
-T/2
T/2

P= % j [f(t)]’ dt = karesel ortalama

-T/2
dir. (5.71) bagintisina Parseval esitligi denir. Bagitinin anlami, dénemli bir islevin karesel
ortalama degeri, diger harmoniklerin karelerinin toplamina esittir.
Doénemi bilinmeyen islevin spektrumu (enerji spektrumu)

Doénemi bilinmeyen islevlerin spektrumu siireklidir (enerji spektrumu). Eger f(t) islevi
donemsiz ve gergel bir islev ise:

I}|f(t)|2 dt :i T

—00

[F(w) dw :T [F(F) df (5.72)

olarak verilir. Bu denklem donemsiz islevlere ait PARSEVAL esitligidir. Bilindigi gibi
(5.11b) denklem:i:

E=[[f(t) dt

enerji tanimin1 vermektedir. Dolayisi ile (5.72) denklemi sinyalin enerjisini verir. Yani,

E= T [F(F)" df fz%—)dfzzidw (5.73)
—» T T

1 2
E=_- j [E(w)’ dw (5.74)

denklemlerinden de bulunabilir. Burada,

S(w)=|F(w)’ (5.75)
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olarak tanimlanabilir. S(w), x(t) islevinin enerji spektrumu veya spektral enerji yogunlugudur.
Birimi joule/Hz dir. Fiziksel olarak S(w), f(t) izinin enerjisinin ne miktarda ve hangi frekans
binlerinde bulundugunu belirtir. Baska bir deyisle verinin enerjisinin hangi frekanslarda
yogunlastigini gosterir.

S(w) nin o6zellikleri

1. S(W) > (0 ve w nin gergel bir iglevidir [¢linkii S(w), her bir binde taginan enerjiyi gosterir].
2. S(w), w nin daima ¢ift islevidir [S(w)=S(-w)].

5.6.3 Capraz enerji spektrumu

Donemsiz iglevler i¢in tanimlanan (5.72) veya (5.11b) denkleminde |f (t)|2 islevi gergel cift

islevdir. Islevin karmasik olmas1 durumunda (5.11d) denkleminden yararlanarak

If t)| = £(t)f"(t) (5.762)
£ (t)=f(-1) (5.76b)

dir. O zaman (5.72) denkleminin sag tarafi

[ ()" ()t == [ F(w)F'[- (- w)ldw

- j F(w)F" (w)dw (5.77)

" n

olarak yazilabilir. Bu iglevler "t" ve "w" ortamlarinda birbirlerine esittir. (5.76a) denkleminin
spektrumu gercel ve cifttir. Bu 6zel bir durumdur. Ozel olan bu durum genellestirilirse iki ayri
islev olan fi(t) ve f2(t) alinmalidir. O zaman (5.77) bagintisi

[ 6,08 (Ot = [ 7 (w)F, (w)aw (5.78)

E,= _[ F (W), (w)dw = F (w)E, (w) (5.79a)
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(W)E, (w)dw (5.79b)

f,(t)f,(t) = F(w)F, (w) (5.79¢)

yazilabilir. (5.79) denklemlerindeki E; > ye ¢apraz enerji spektrumu denir.

Ornek 5.16
Bir {{(t) izinin enerji yogunluk spektrumu

F(w) =107 w?
joule/Hz olarak verilmistir.

a. w, = 2n10* rad/sn binindeki enerji yogunlugunu,

b. +2r10* rad/sn ile +4r10* rad/sn frekanslar1 arasinda kalan bdlgelerdeki izin enerjisini
bulunuz.

a. [F(w)’ =10™°(2x10* ) =10™°4x>10° = 47°107  Joule/Hz
b. iki adet frekans bolgesi vardir. Bunlar,

—4710* < f < =2110* ve 2m10* < f <4110* dir.

-2x10* 410t

1 .[ |F(ledw -1 J- 10" w? dw +L J.IO_10 w? dw
2n - 2n -4r10* 2n 2n10*
1071 “2x10* 4x10° 1071
- Dw3 o fw? } == [128n°10” —167° 10"]
675 —4n10 2n10 67-[
107" :
= m°10"(128 — 16) = 18423 joule/Hz.
T
Ornek 5.17

Asagida tanimlanan f(t) islevinin spektrumu F(w) bilindigine gore f(t) izinin enerjisini
hesaplayiniz.
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f(t):r |t|<a

0 |t|>a

Fw)=3fr(0) = 22

(5.72) denklemlerinden yararlanarak:

e L F [2sinla)
jldt:_I[M} dw
i 2n Y w

a1 F4sin’(aw)

2w w’

dw

u 1
aw=u , w=— , dw=—du
a a

bulunur.

Ornek 5.18

1
(x2 +1)2

dx

S =3 3

tiimlevini Parseval esitligini kullanarak hesaplayiniz.

Not:

dx dx 1

(X2+1)2_x2+1x2+1

seklinde yazilip bagintinin sag tarafinin ikinci teriminde x=w konursa,

dx  dw
x2+1 w?+1
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elde edilir. Bu islev ise €™ Fourier kosiniis doniisiimiidiir (FCD).

e™ in FCD alinirsa (x>0 igin),

dw
w?+1

o0
j e cos(wx)dx =
0
dir. Parseval kuramindan,

15 2
f(xzdx=— F(w) dw
) x5 (o)

S8 Ot 8 Ot——8 o——38
(¢
b
»
[oN
P
| I
N|_
|- H
—38
Y
<
N
—
+
[a—
N————
8o
o
<

© 2
l:LI( 21 jdw
2 2710 w+1

0 2
TC:LI( 21 jdw

2o \w™ +1

elde edilir. Bu denklemde w = x,dw = dx vew” = x* konursa

© 2
L ( 21 jdw=n
2710 w+1

bulunur.

Ayni1 problem baska bir yoldan asagidaki gibi de ¢oziilebilir. Once,

in FD bulunur.

x> +1

F(w):]E> c_

dx
x2+1

bagintisinda z=jx doniigiimii yapilirsa

7z’ =—x’ dz = jdx
x* =—7* dx=d—.Z
J
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elde edilir. Rezidii kuramindan,

jf dz—2nja1
0

a_ =lim(z-a)f(z)

Z—a

dir. Buradan da

—WZ

(&
=1 1
S L ey ey

. e e

=lim(z -1 =—
im(z )( D+ 2
jf dZ—2TC_]—_eiw =me "
0

bulunur. Yani

iken
f(w) =-ne "

dir. Parseval kuramindan yararlanarak ta

J- )| dx— “F
) =

(X2 + 1)2

olarak alalim:



K 1 15 W)
!<X2+1)2dx:%£ (—ne )dw

o0

_ 1 _
j n’e zwdw:—nzj e Vdw
. T

2n 7
I e dw = —%[ezwko = —%(e“’ —~ eo)zé
K 1 nl =
[ 2
bulunur.
Ornek 5.19

o 2

f(x)=[ ——d

(X) _([ (Xz +1)2 X

tiimlevini parseval esitligini kullanarak hesaplayiniz.

Not:

f(X):'([ (X2 +1)2 dx

bagintisinda x =w , dx =dw doniisiimii yapilirsa:

)= 3 i) =e )= 2

dir. Yani:

F(w)=3.[f(x) =] j o sinfoe)ax = dir
f(x)=e™ islevinin siniis doniigiimii:

F(w)=3.[f(x) =] j o sinfwe)ax = dir



Parseval esitligi ise:

o0 0

[ IEGe) dx =i [ [F(w) dw dir.
f(X):'([ mdx

de x—w konursa

F(w)= | (WZW+ szw

0

elde edilir.

! W:V+1dW=SS(€_X)

idi. Oyleyse, Parseval esitliginde:

) =fef

yazilabilir.

. w 2

J"e—x dX:LJ-( ZVV de

. T w+1

T e dx = —% e —e ™ 10 = —%(ew —ezx):%
0

l = zw ( W jzdw

2 T w? +1

bagmtisinda w = x,dw = dx doniisiimii yapilirsa;

dx =-m

Sl )
b

(X2 + 1)2

elde edilir.

5.6.4 Oziliski Islevi

Sonlu ortalama giiglii izlerin (5.12) bagintisi ile verilen ortalama giicleri 6ziligki islevleri ile
daha kolay yoldan bulunabilir. (5.69) bagintis1 limit durumunda
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T/2

P = lim | £(e)lim £t + )dt
-T/2

olarak yazilabilir.

—>0| T>o
T—T/2

P= lim{liml Tf(t)f(t + r)dt}

T/2

1
R(t)= lim T Tj/ 2f(t)f(t +1)dt (5.80a)
veya
1 T/2
R(T)EEI;T [ £(O)f(t—7)dt (5.80b)

=T/2

bulunur. (5.80) denklemleri ile verilen R(t) islevine f(t) nin o6ziliski islevi denir. (5.80)
denklemleri biraz daha basitlestirilerek T nin limitte sonsuza gitmesi durumunda 1/T
carpanina gerek kalmadan kullanilabilir.

£(t)f(t +t)dt (5.80c)
f(t)f(t —7)dt (5.80d)

Oziliski, bir islevin kendi kendine evrisiminden baska bir sey degildir. Dolayisiyla (5.80c) ve
(5.80d) denklemlerine ayni bir f(t) islevinin kendi kendine evrisiminden de ulasilabilinir.
(5.54a) denkleminde f,(t)=f,(t)= f(t) alinmas: durumunda evrisim bagintist

R(t)=f(t)*f"(t)= T f(o)f (t£1)de (5.81)

durumuna gelir. Boliim 5.5 ten animsanacagi gibi evrisime giren islevlerden bir tanesi ters
cevrilerek isleme sokulur. Eger islev ters ¢cevrilmeden kullanilacak olursa,

R(r)= [ £(O)f(t—7)dt (5.82)
durumuna gelir. (5.82) denkleminden goriildiigii gibi 6ziliski (R), kaymanin (1) bir islevidir.
Gergel izler i¢in (5.82) denklemleri ile verilen 6ziliski karmasik islevler i¢inde yazilabilir.

(5.81) denklemleri kullanilarak

R(t)=f(t)*f"(t)= T f(o)f"(t+7)de (5.83)
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veya
0

R(t)=f"(t)*£(t)= [ £ (t)f(t=7)de (5.84)

—00

elde edilir.
Spektral enerji yogunluk islevleri, Wiener-Kitchen bagmtilar1 kullanilarak 6ziliski
islevlerinden de bulunabilir (Bkz Bolim 5.8). Bir f(t) izinin 6ziliskisi Sekil 5.40 ta
verilmektedir.
Bazi durumlarda 6ziliski islevi yerine normallestirilmis (indirgenmis) 6ziliski islevi kullanilir.
Bu islev, oziliski islevinin sifir kaymaya orani olarak tanimlanir.

R(r)

y(t)= RG=0) (5.85)

R(1=0) degeri (5.80) denklemlerinden elde edilir.

Bu kosullarda normallestirilmis 6ziliski islevi,

[ £)f(e+ e
-
[ [F(®)F at

¥t (5.862)

(}1r. Bu isleve aym zamanda iliski islevi de denir. Oziliskinin degisintiye olan oramidir.
Onemli ozellikleri, sifir kaymada "1" degerini almasi ve birimsiz olmasidir.

Gergel islevler yerine karmasik islevlerin kullanilmasi durumunda yine normallestirilmis
oziliski islevine ulasilabilir.

_T £'(t)f(t - t)de

y(t)= (5.86b)

Oziliski Islevinin Ozellikleri
1. R(-1)=R(1) (5.87)

R(t), "t" nun bir ¢ift islevidir. Baska bir deyisle gelisigiizel verilerin 6ziligki islevleri mutlaka
cift islevdir.
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T/2
1

2. R(v=0)=1lim— [[f(t)fdt (5.88)

T—oow T N

Gelisigilizel verilerin sifir kaymadaki 6ziliski islevleri verinin ortalama karesel degerine
(degisinti=varyans) esittir. [statistikten animsandig1 gibi ortalama degeri sifir olan gelisigiizel
bir

zaman dizisindeki degisinti;

T/2

o = lim— [ [F(©)F at (5.89)
o T -T/2

denklemi ile verilmektedir. (5.88) ile (5.89) denklemlerinin sag taraflar1 birbirlerine esittir.
Bu nedenle;

P=limR(r)=R(1=0)=0c" (5.90)
yazilabilir.

3. Eger f(t) islevi To donemli bir islev ise R(t) islevi de To ile donemseldir.

4. Oziliski islevi tek yanlidir. Yani her f{(t) islevinin 6ziliski islevi hesaplanabilir. Ancak elde
edilen oOziliski islevinden hareketle f(t) islevi elde edilemez. Bagka bir deyisle ayni 6ziliski
islevine sahip o sayida islev bulunabilir Bu 6zelligin nedeni, 6ziliski islemi sirasinda f(t)
dizisine iligkin evre bilgilerinin yitmesidir.

Ornek 5.20
e ™ t>0
f(t)=
( ) 0 t<0

ile verilen f(t) islevinin normallestirilmis 6ziliski islevini bulunuz.
a. f(t) islevi karmasik olarak kabul edilirse, (5.86b) bagintisindan;
j f'(t)f(t - t)de

y(t)= (5.86b)

jf f(t)f"(t)de
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jf(r)f(t +1)dr :I e e (") dr =
0

S —y 8

o0 0
e—(x‘re—(x‘reﬂxt dT — jefzomre—omr dT — ef(xrjefzomr dT
0

-2
e at

0
© Y 0 e—ou:
= (& —C =
=0 20 20

verilen islev, -co<t<co araliginda daima f(t)>0 dir, bu nedenle t — |t| yazilabilir.

o —al

20

—oT —aT

R(t)= Iemea(m) dt = emzezm e eza e — )= eza

elde edilen R(t) 6ziliski islevi, -co<t<co araliginda daima "+" dir. Bu nedenle

e—a‘t
R =
)=
veya
—ol
e
R =
()=
yazilabilir.
T T 1
R(t=0)= [ |f(t) dt=[e?* dt=—
(r=0)- [ e = e ar-

—aot
2

y(t)= A = el
20,

Problemin "a" ile aym c¢oziimi verdigi goriilmektedir. Dikkat edilmesi gerekli konu
0ziliskinin "a" sikkinda "t" nin bir islevi olmasina karsin bu sikta ise "t" nun bir iglevidir. y(t)
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nin ise birimsiz olmasindan dolay1 (5.86a) veya (5.86b) denklemlerinden herhangi birinin
kullanilmasi sonucu degistirmez.

Ayrik verilerde oziliski

Oziliski, bir dalgacigin kendisi ile evrisimi olduguna gore evrisim igin kullanilan tiim kurallar
oziligki icin de gecerlidir. Yani once dalgacigin tersi alinir ve daha sonrada asil dalgacik ile
ters cevrilmis dalgacigin evrisimi bulunur. Oyleyse evrisim igin;

1. seriler,

2. dizey yontemi,

3. z doniisiimii (Bkz Boliim 7 Ornek 10),

seklinde kullanilan ti¢ kural, 6ziligki i¢in de aynen kullanilir.

Ornek 5.21
(1,2,4,1) dalgacigimin 6ziliskisini bulunuz.

Sayisal bir islevin 6ziliskisi Sekil 5.41 deki gibi bulunur. (1,2,4,1) dalgaciginin 6ziliskisi
1,6,14,22,14,6,1) dir (Sekil 5.42).

Not: Seriler yontemiyle 6ziligki alinirken dalgacik ters g¢evrilmeden igleme sokulur. Oysa
katlama yonteminde dalgacigin tersi alinarak evrigimi bulunur.

5.6.5 Karsit (Capraz) iliski (cross-correlation)

Iki ayr1 fi(t) ve f2(t) islevleri arasindaki iliski evrisim tiimlevi ile verilmektedir.
fo(V)= [ £,(0)f, (t—1)de (5.91)

Eger islevler "T" ile donemli iseler, tiimlev -0 dan oo a kadar alinir. Bilindigi gibi dénemli
islevlerde tim "T" degerleri i¢in (5.91) tiimlevinin sonucu olarak +o veya 0 elde edilir. Bu
durumda ise bir donem i¢indeki ortalama deger kullanilir. O zaman Boliim 5.6.4 teki yaklagim
kullanilarak

Rp,(t)=— [ £,(Of,(t+7)dt (5.92)

-T/2

yazilir. Bu denklem fi(t) ve f2(t) islevleri arasindaki ¢apraz iliskiyi verir.

Not: fi(t)=f2(t) olarak alinmasi durumunda aym islevin 6ziliskisi elde edilir. Buradan da
(5.80) denklemlerine ulasilir.
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Boliim 5.6.4 teki gidis yolu kullanilarak 1/T ¢arpani ortadan kaldirilir. O zaman gapraz iliski,

R,(1)= T £ (t)f, (t+7)dt (5.93a)
veya
R,(1)= T £, (t)f, (t +t)dt (5.93b)

olarak elde edilir.
Capraz iliski, 6ziligkinin tersine olarak bakigimsizdir.

R, (1)# R, (1) (5.94)

Capraz iliskide en biiylik deger herhangi bir kaymada goriilebilir. Buradan iki fi(t) ve fa(t)
sinyallerinin hangi kaymalarda birbirlerine ne oranda benzedikleri ortaya konur. Yani ¢apraz
iliski, iki ayr1 islevin ¢esitli kaymalarda birbirlerine benzerliginin bir Slgiisiidiir.

Ayrik verilerin ¢apraz iligkisinin alinmasi, her iki verinin evrigiminin yapilmasi anlamindadir.
Yalniz capraz iligkinin, evrisimden onemli bir farki vardir. Burada higbir dalgacigin tersi
alinmaz.

Ornek 5.22
(1,2,3) dalgacigr ile (1,3,1,2,3,1,1) dalgaciginin ¢apraz iliskisi ile evrisimini bulunuz.

Anilan dalgaciklarin ¢apraz iliskisi ve evrisimi Sekil 5.43 te verilmektedir.

Ornek 5.23
fi(t) ve f2(t) islevlerinin capraz iliskileri ile fi(t) ve fa(-t) islevlerinin evrisimlerinin ayni
oldugunu gosteriniz.

G, (t) =1 (t)* f, (_ t)

olarak gosterelim. (5.54a) denkleminden

£(0) = £ (0)* £, (t) = j £ (¢)E, (t - 7)de
Gal)=H0)* (1) = [ (G-

G (t)= j £ (0)f, (- t)de

elde edilir. Bu denklemlerde t=u doniisiimii yapilirsa,

46



elde edilir. Yine bu denklemlerde u=t doniisiimii yapilirsa

G, (T) = j f, (t)fz (t - T)dt

sonucuna ulasilir. Elde edilen bu denklem (5.92) ile aynmidir (6telemenin "+" veya "-" olmasi
birsey degistirmez). Dolayisiyla

R, (T) =Gy, (T) =1, (t)* f, (_ t) = j f, (t)fz (t - T)dt

—00

yazilabilir. f(t)=fi(t)=f2(t) olmas1 durumunda ise son baginti
R, (1) = [ £(O)f(t—T)dt

durumuna gelir [(5.80) denklemi].

Sonug olarak;fi(t) ve f2(t) islevlerinin ¢apraz iligkilerinin alinmasi ile, islevlerden bir tanesinin
ters cevrilerek evrigimlerinin alinmasi ayni1 islemdir.

5.7 GUC YOGUNLUGU SPEKTRUMU

(-00,00) araliginda tanimlanan, dénemi bilinmeyen sinyallerin enerjileri;

o0

E= [ [p(t)dt

—00

(5.11b) denklemiyle verilmektedir. Ancak donemli izlerin enerjileri (5.11b) denklemindeki
gibi hesaplanamazlar. Bunlarin enerjileri #c0 veya sifirdir (tekil sinyaller, gii¢ sinyalleri gibi,
Bkz Boliim 5.2). Bu tiir sinyallerin ortalama giiclinden soz edilir. Gii¢ sinyallerinin ortalama
giicii limit durumundan yararlanilarak (5.12) denklemindeki gibi elde edilir.

1 T/2 5
P = lim [ If(e) de

-T/2
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Yukarida deginilen olay1 fiziksel bir 6rnekle aciklayalim.

Ornek 5.24
f(t) = A denklemi ile verilen (Sekil 5.44) islevin enerjisini ve ortalama giiciinii bulunuz.

Verilen islevin enerjisi sonlu degildir. Gerg¢ekten de f(t) izinin 1Q luk bir direncte harcadigi
enerji sonsuzdur.

E = T I£(t) dt = T A’dt=A’ Tdt =A’lf)" =0

—00

Oyleyse f{(t) izinin enerjisinden sdz edilemez (tekil sinyaller). Bunun yerine (5.12) denklemi
ile verilen ortalama gii¢ kullanilir. f(t)=A izinin 1Q luk bir direngte harcadig1 ortalama giig;

T/2 T/2 2
P=lim+ [ Iy dt = lim | A%dt = lim > ||T/2 :hmA—F—(_Iﬂ

T—)oo T—)cc Tow T/2 Tow
—T /2 —T/2 T 2 2

2
=1imA—T:A2 <

T—oow T

Goriildugii gibi f(t) izinin enerjisi sonsuz ama ortalama giicii sonludur (tekil iz). (5.11b)
denklemi ile verilen, zaman ortamindaki dénemsiz bir islevin enerji spektrumu Parseval
kuramu ile [(5.72) denklemi] bilinir. Parseval kuraminda (5.75) gosterilimi ile;

S(W) = |F(W)|2

enerji spektrumu veya spektral enerji yogunlugu olarak tanimlanmistir. (5.75) yaklasimi
kullanilarak bir sinyalin giicii;

|
P=—— j S(w (5.952)
P= Ts (5.95b)

olarak tanimlanir. Yukaridaki baglntllar bize giiclin frekansa gore dagilimimi gosterir. Bu
nedenle S(w) veya S(f) degerlerine "enerji spektrumu", "spektral enerji yogunlugu" isimleri
verilebildigi gibi (Bkz Boliim 5.6.2) "Gii¢ yogunlugu spektrumu" olarak ta tanimlanabilir.
(5.95) denklemleri, S(w) veya S(f) nin her bir binindeki toplamlarinin, "sinyalin giicii" olan
"P" yi verecegini gostermektedir.

Simdiye dek tek bir sinyalin "gii¢ yogunlugu spektrumu" anlatilmistir. Oysa iki ayr1 sinyalin

birlikte olan gii¢ yogunlugu spektrumu da kullanilir. Buna "¢apraz gii¢c yogunlugu spektrumu"
ad1 verilir.

E, (W)= F(w)F"(w) (5.96)
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"*!" jsareti karmasik eslenigi gostermektedir. Bu asamada uyum spektrumu da tanimlanabilir.
fi(t) ve f2(t) islevlerinin spektrumlart Fi(w), Fo(w) olsun. Fi1(w), fi(t) islevinin gii¢ yogunlugu
spektrumu; Fa(w), f2(t) islevinin gii¢ yogunlugu spektrumu ve bunlara ait ¢apraz giic
yogunlugu spektrumu Fi2(w) olmak iizere (Bkz Boliim 5.6.4 ve 5.6.5)

|F12 (WX

|K(W)| ) [Fn (W) F, (W)]l/z

(5.97)

uyum spektrumu olarak isimlendirilir. K(w) birimsizdir, 0 ile 1 arasinda deger alir. 1, iki iz
arasinda tam bir uyum oldugunu, 0 ise olmadiginm1 gosterir. Diger 6zellikleri igin, istatistikte
kullanilan iligki katsayisi ile ilgili 6zellikler burada da gegerlidir.

Diger taraftan FD niin genlik spektrumu (5.18b) denkleminden elde edilmektedir.

|F(WX = {{Ger[F(w)]}2 + {San[F(w)]}’ }1/2 (donemi bilinmeyen sinyaller)
C

n

= (a2 +2)" (donemli sinyaller)

giic yogunlugu spektrumu ile genlik spektrumu arasindaki iligki ise; (5.75) denklemi ile
bilinmektedir.

S(w) = [Fw)

Oyleyse gii¢ yogunlugu spektrumu;

S(w) = Ger|F?(w)|+ San[F? (w)] (5.98)
olarak tanimlanabilir.

5.8 WIENER KURAMI

Wiener-Kitchen bagintisi

5|rew)]= i T [E(w) e dw (5.99)

olarak verilir. 7=0 kaymada ise,
~-1 2 1 R 2
R(c=0)=3"|F(w) ]:2— [ [F(w) dw (5.100)
T
elde edilir. Ote yandan 6ziliski islevinin =0 kaymadaki degeri (5.80) den yararlanarak

R(t=0)= [ |f(tf dt (5.101)

—00
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bulunur. (5.75) yaklasiminin

R(t=0)=3"[S(w)]=— T S(w)dw (5.102)

R(t)=3"[s(w)] (5.103a)
S(w)= 3[R (z)] (5.103b)
en genel durum elde edilir. Bu esitlikler Wiener-Kitchen bagintisinin bir sonucudur ve Wiener

kurami olarak bilinir. (5.103) denklemleri; gii¢ yogunlugu spektrumu S(w) ile, 6ziliski islevi
R(t) nun FD ¢ifti olusturdugunu gosterir. Oyleyse,

o0

S(w)= [R(t)e™dr — R(r=0)=3"[S(w)] (5.104a)
R(t)= T S(w)e™dw — S(w)=3[R(x=0)] (5.104b)

P =limR(x)=lim [ S(w)e™"dw (5.105)
P= j S(w)dw (5.106)

elde edilir. (5.106) bagintis1 bize gii¢ spektrumunun, 6ziliski islevinin FD niin sifir kaymadaki
degerine esit oldugunu gdosterir.

Not:
1=0 kayma i¢in (5.86b) denkleminin (5.82) ye dondiigiine dikkat ediniz.

5.8.1 Gii¢ Spektrumunun Ozellikleri

Gli¢ spektrumu, sifir kaymadaki 6ziliski islevinin FD olduguna gore, 6ziliski islevinin tim
Ozelliklerini i¢erir. Bunlar:

1. Oziliski islevi bakisik oldugundan giic spektrumu da bakisiktir. Bu nedenle (5.104)
denklemlerindeki siniis iceren terimler ortadan kalkarak kosiniis doniisiimii haline gelir.
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R(t) cos(wr)dt (5.107)
S(w)cos(wt)dw (5.108)

2. Giig¢ spektrumunun bakisik olmasi nedeni ile spektrum ortaminda sanal terim ortadan kalkar
dolayisi ile gii¢ spektrumunun, evre spektrumu yoktur. Oysa bir sinyal spektrum ortaminda
ancak genlik ve evre spektrumu ikilisi ile taninir. Yine bu ikiliden ters doniilerek zaman
ortamindaki sinyal bulunabilir. Eger bu ikiliden bir tanesi tanimlanamiyorsa, ters doniislerde
asil sinyal bulunamaz. Burada da evre spektrumu olmadigindan, ters donerek zaman
ortamindaki orijinal sinyal belirlenemez. Baska bir deyisle farkli bir ¢ok sinyalin gii¢
spektrumu ayni olabilir.

3. Gii¢ spektrumu (5.95) bagintilarindan da goriildigli gibi siirekli bir islevdir ve sonlu bir
degere sahiptir. Dolayisi ile TFD bulunabilir (ancak orijinal sinyal elde edilemez). Benzer bir
sekilde gelisigiizel tiim islevlerin 6ziligkilerinin FD alinarak gii¢ spektrumu elde edilebilir.

Ornek 5.25
Beyaz giiriiltiiniin 6ziliskisini ve gii¢ spektrumunu bulunuz.

Gilic yogunlugu spektrumu degismeyen gelisigiizel sinyallere beyaz giiriiltii denir.
Sinyalimizin gili¢ yogunlugu spekturumunun "A" gibi bir sabit oldugunu varsayalim.

S(w)=A

Bunun 6ziligkisi (5.104b) denkleminden yararlanilarak elde edilir.
R(t)=A [ e™dw (5.109)

Boliim 6 da verilen diirtii islevinin (6.11); 6zelliginden yararlanarak;

R(t)=2mAS(t) (5.110)

elde edilir. Diirtii islevinin
o0 = 0
)=

ozellikleri (Bkz Boliim 6) animsandiginda, 6ziliski islevinin gergel, ideal bir sinyal olmadigi
anlasilir (Bkz Boliim 6.1). Beyaz giirtiltiiniin giicii ise (5.106) denkleminden bulunur. (5.106)
denkleminin (Sekil 5.44) ¢oziimiinden sonsuz uzunluktaki beyaz giiriiltiiniin giicliniin sonsuz
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oldugu anlagilmaktadir. Yine aynmi1 6rnege benzer sekilde (6rnekteki sinyal zaman ortaminda
—-T/2,T/2 araliginda sinirlanmistir), frekans ortaminda sonsuz aralikta tanimlanan sinyal
belirli bir -w,, +w, araliginda tanimlanarak gii¢ yogunlugu spektrumu sabit olan gelisigiizel
sinyaller i¢in kullanildiginda; "Beyaz giiriilti" kavrami ortaya ¢ikar. Bagka bir deyisle beyaz
giiriiltii, asil sinyale her frekans bininde ayni1 miktarda etki eder. O zaman + w¢ bandi i¢inde
kalan beyaz giiriiltiinlin gii¢ yogunlugu spektrumu;

A —W, <W<W,
(5.111)
0 —0<W<W,
W, <W<o
olarak tanimlanir. (5.108) denkleminin TFD alinarak 6ziligki islevi;
sin(w_t)
R(t)=2A"""c (5.112)
w.T

elde edilir. Beyaz giiriiltiiniin gli¢ yogunlugu spektrumu Sekil 5.45 te ve oziliskisi Sekil 5.46
da verilmektedir.

Ornek 5.26
SP yonteminde, kiire bi¢cimli yapilara gili¢ spektrumu ydntemini uygulayarak derinlik
parametresini saptayiniz.

Merkez derinligi h, yaricapt R olan kiirenin (Sekil 5.47) yeryliziindeki izdiisiimiinden x
uzakliginda olusturacagi gerilim;

_ AVR’| hcos(a)+ xsin(ot)
V(x)= 5 { O } (5.113)

bagintisi ile verilir (Heiland 1968). V(x) gerilim bagintisinin FD (5.113) bagintisinda,

AV R?
2

N =

tanimlamasi yapilip, sabit oldugu i¢in timleme disina alinarak;

N.[ hcos +xs1n(oc) o dx (5.114)
x +h? )3

—00

esitligi ile tamimlanir. (5.114) bagintisin1 iki ayri terimin toplami seklinde yazip, tiimlev
sabitlerini tiimlev digina alirsak;

V(x)=Nh cos(a)T{(eL:l dx + Nsin(a )T{L} (5.115)

xz+h2)3/2 (x +h? )3

—o0) —o0)
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denklemi elde edilir. Euler bagintis1 kullanildiginda, birinci terim,

o0 —jwx

dx = Tcos(wx)—jsin(wx) (5.116)

J- 2e apz T ) 2 /2
_w(x +h) et (X +h )

COS WX dx — j SlIl WX (5117)

L(XZT)”dX_ j( +n2 ) b )”2

durumuna gelir. Ayn1 yaklagim (5.115) bagintisinin ikinci terimine de uygulanirsa;

T oxe ™ i t xcos(wx) dx — XSln( )d ‘
v[o(xz+h2)3/z X = j( T )3/2 j T )3/2 X (5.118)

elde edilir.

Bu islemler, Erdelyi (1954) timleme tablolar1 (Bkz Ek A) kullanilarak ¢6ziildiigiinde (5.117)
bagintisindaki tiimlev;

Toeiw w w

olarak bulunur. Benzer sekilde (5.118) bagintisindaki tiimlev de ¢oziiliirse,
TLde 2[1 d Kl(wh)+ij0(wh)} (5.120)
ey dw

elde edilir. Ky(wh) Modifiye Bessel islevidir. (5.120) bagintisindaki Bessel islevinin tiirevi
ise;

di[w K, (wh)]= ~h wK, (wh) (5.121)
w

dw

olarak bilinir. (5.120), (5.121) kullanilarak yeniden yazilirsa;

j e X th}/z dx = -2 j[wK,(wh)+wK,(wh)] (5.122)
elde edilir. (5.119) ve (5.122) yardimiyla, (5.115) tekrar diizenlenirse

V(w)=4N wcos(a)K,(wh)— j4 N wsin(a) K, (wh) (5.123)
elde edilir.

Gii¢ spektrumu E(w) gergel ve sanal bilesenlerin kareleri toplami olarak tanimlandigindan,
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E(w)=16 N2 w>|cos(at)* K2(wh)+ sin® (o) K2 (wh)] (5.124)
bulunur.

Polarlanma acisinin (O) gii¢ spektrumu iizerindeki denetiminin arastirilmasi amaciyla, kiire
sekilli bir yapinin SP anomalisinin spektrumu (5.124) ve Ek'te verilen bagintilar kullanilarak
hesaplanmistir. Uygulama, kiire yarigapi, derinlik ve gerilim farki sabit olmak {iizere ii¢
degisik polarlanma acist (10°, 45°, 75°) kullanilarak ger¢eklestirilmistir (Sekil 5.48). Seklin
incelenmesinden, polarlanma acisinin algak frekanslar disinda spektrum iizerinde denetimi

olmadig1 goriilmektedir.

Yukarida deginilen agiklamalar ve Modifiye Bessel fonksiyonlarinin 6zellikleri (Abramowitz
ve Stegun 1972) gozoniine alinarak (Sekil 5.49),

wh>22 , K, =K, =K
1.253

K=—"2°-
(wh) e

(5.124) bagintis1 tekrar diizenlenirse

E(w)=16N? w’ [cos(oc)2 K*(wh)+sin’(a) K> (Wh)]

E(w)=16N? w? K*(wh) [cos(a)’ +sin’ (oc)]

E(w)=16N? w’ K?(wh) (5.126)
seklini alir. (5.126) bagintisinda

C=16N°

konularak,

E(w)=Cw” K*(wh) (5.127)
bagintist elde edilir. (5.127) nin dogal logaritmasi alinirsa

LnE(w)=LnC+2Lnw+2LnK(wh) (5.128)

bulunur. (5.128), (5.115) yaklagimi kullanilarak tekrar diizenlenirse,

LnE(w)=LnC+2Lnw+2Ln1.25—Lnwh—-2wh (5.129)

elde edilir (Ak¢ig ve dig. 1990). (5.129) bagintis1 incelendiginde birinci ve tiglincii terimler
spektrumun genligine, diger terimler (iki, dort ve bes) ise spektrumun egimine etki
etmektedir. Egimi denetleyen bu terimler incelendiginde; iki ve dordiincii terimlerin, w nin
degisimine bagli olarak, spektrumun egiminin denetimindeki etkilerinin az oldugu agikca
anlagilmaktadir (Cizelge 5.1). Bu durumda spektrumun egimi iizerindeki temel etki -2wh
teriminden kaynaklanmaktadir. Gerek buradaki yaklagimlar gerekse benzer sekilde ayni
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yOntemin gravite ve manyetik uygulamalarindaki yaklasimlar (Spector ve Grant 1970, Green
1972, vd) gbzoniine alindiginda; yaklasik olarak

Egim = -2h (5.130)

bagmtis1 yazilabilir ve bu bagintidan anomaliye neden olan kiire sekilli cismin derinligi
saptanabilir.

Odevler

1. Cift dikdortgen dalganin (Sekil 5.50) FD nii bulunuz.
2. Gauss islevi f(t)= ¢ olarak verilmektedir. Bu iglevin FD nii bulunuz.

cos(w,t) |t| <T/2
3. f(t)=
) 0 >0

islevinin FD nii bularak spektrumunu ¢iziniz.
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